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Marimi si masurarea lor
Marimi

O madrime este rezultatul unei masurdtori efectuate asupra unei observabile cu scopul de a
colecta valoarea unei proprietati.

Se poate imagina spatiul de observare ca avand o structurd de arbore (a se vedea Structura
spatiului de observare) care exprima relatiile de apartenentd dintre observabile 1n care la baza se afla
Universul (ca intreg spatiul de observare) iar la suprafata (aproape de noi in calitate de observatori) se
afld compusii chimici - ca forma de reprezentare a materiei cu compozitie (de atomi) si relatii (intre
acestia) bine definite.

Structura Proprietate
-|Univers Intreg spatiul de observare
-|Energie Radianta Viteza comparabila cu cea a luminii
+|Radia§ii caf,y Diferentiate prin intermediul proprietatilor
-|Materie Intreg spatiul de observare nerelativistic
- [Corp Viteza mult mai mica decat a luminii
-|Ansamblu de materiale Compozitie (chimicd) variabila si discontinua
-|Materiale Compozitie (chimica) variabild si continud
-|Amestec de substante Compozitie (chimicd) bine definitd
+|Substanta eterogena Compozitie (chimicd) variabila
- |Solutie Stare de agregare bine definita
+|Aliaj Amestec de metale in stare lichida sau solida
- |Substanta omogena Compozitie (chimicd) constanta
+|Compus chimic Structura chimica bine definitd si unicd

Fig. 1. Structura spatiului de observare

Procesul de masurare a unei marimi

Procesul de observare este o activitate de colectare a cunostintelor cu ajutorul simturilor sau
instrumentelor. Se presupune existenta unui observator si a unei observabile. Procesul de observare
transfera o forma abstracta a cunoasterii de la observabila la observator (ca de exemplu, sub forma de
numere sau imagini).

Masurarea cuprinde doud operatiuni serializate: observarea si inregistrarea rezultatelor
observatiei. Masurarea depinde de natura obiectului observat (material) sau fenomene (imateriale), de
metoda de masurare si de modul de inregistrare a rezultatelor observarii.

Masurarea presupune identificarea anterioara a elementului sau a elementelor care fac obiectul
investigatiei §i rezultatul masurarii este o proprietate a elementului observat. O serie de masurdtori
presupune existenta unei colectii de elemente distincte - multime - in care ordinea poate sd nu fie
relevantd. Multimea vida (&) este multimea cu nici un element in ea.

Proprietatea (ca urmare a unei serii de observatii) inregistratd cu exact una din exact doud valori
numite nefavorabil (si scris ca F sau 0) si favorabil (si scrise ca T sau 1), respectiv, da o valoare de
adevdr. Multimea de valori de adevar ({0,1} sau {T, F}) este o multime in care elementele sunt
ordonate Tn mod conventional (0 <I, F <T). Negatia logica (!) este operatiunea (informationald) ce
schimba valoarea de adevar, in timp ce identitatea logica (=) lasd valoarea de adevar neschimbata si se
exprimd faptul ca rezultatul unei operatii de masurare pe doud elemente este acelasi. Folosind
proprietatea 'valoare de adevar' pe elementele unei multimi conceptul de submultime este rationalizat.
Apartenenta este o proprietate a unui element de a fi (€) sau a nu fi (¢) intr-o multime.

Asocierea totala scrisd ca S1xS2 si definita prin S1 x S2 = {(el, €2) | E1 € S1, S2 € e2} este
produsul cartezian al multimilor S1 si S2, iar o submultime a S1xS2 este numita relatie binara. Daca
S1=S2 relatiile sunt numite endo-relatii. Urmatorul tabel reda (endo)relatii (binare) cu proprietati
speciale (a se vedea Relatii binare: proprietati si reprezentanti).



Id Nume Definitie Reprezentanti
RE Reflexive Va: (a,a) € RE =G,
CR Co-reflexive Va,b: (a,b) € CR then a=b =
QR|  Cvasi-reflexive (a,b) € QR atunci (a,a), (b,b) € QR lim
IR Ireflexive Va: (a,a) ¢ IR #1,<
SY Simetrice (a,b) € SY atunci (b,a) € SY = CD,CM
NS Anti-simetrice (a,b), (b,a) € NS atunci a=b <
AS Asimetrice (a,b) € AS atunci (b,a) ¢ AS IH, <
TS Tranzitive (a,b), (b,c) e TS atunci (a,c) € TS =<<c|,=,1H
TL Totale Va,b: (a,b) € TL sau (b,a) € TL =
TC Tri-hotome exact una dintre (a,b) € TL, (b,a) € TL, a=b <
ED Euclidiene (a,b), (a,c) € ED atunci (b,c) € ED =
SE Seriale Jb:(ab) € SE =
UQ Unicitate (a,b), (a,c) € UQ atunci b=c f()

EQ Echivalenta atunci RE, SY, TS = ~,=,CM, CD, ||

PO Ordine partiala atunci RE, NS, TS |
TO Ordine totala atunci PO, TL Alfabet, <
WO Bine ordonate atunci TO, SE

1 Co-prime cel mai mare divizor comun este 1
VT | Adevarul vacuos “daca A atunci B® cand A = Fals

= Egal atunci RE, CR, SY, NS, TS, ED, EQ

< Mai mic sau egal atunci RE, NS, TS, TL, SE, PO, TO

< Mai mic atunci IR, NS, AS, TS, TC, SE

c Submultime RE, NS, TS, SE, PO

= Diferit IR, SI
DI | Distanta euclidiana RE, SI, TS, ED, SE, EQ
IH Mostenire AS, TS
CM| Congruentd modulo n EQ
CD| Congruentd div n EQ
lim Limita unei serii RE, QR
f(*) | Functie matematica SE, UQ
nj Functie injectiva a# b atunci f(a) # f(b)
stj | Functie surjectiva JIx : b=f(a)
bij Functie bijectiva INJ, SRJ

Similaritatea Intre conceptul de finctie matematica si functia de mdasurare este evidentd cand
analizam proprietatile relatiilor care se stabilesc intre multimea observabilelor si multimea valorilor
asociate din spatiul informational. Ca si in cazul functiilor matematice, atunci cand sunt efectuate
masuratori experimentale sunt asigurate doud proprietati intre elemente observate si proprietatile lor
inregistrate. Si anume, pentru toate elementele observate avem inregistréri ale proprietatilor lor atunci
cand facem masuratori - fiind asigurata serializarea (SE, v. Relatii binare: proprietati §i reprezentanti).
O masura ne ofera (intr-un anumit moment de timp si spatiu), o piesa informationala (o Inregistrare) si
unicitatea (UQ, v. Relatii binare: proprietati si reprezentanti) fiind asigurata de asemenea. Nici o alta
proprietate cunoscutd (matematicd) a relatiilor nu este, in general, valabil pentru functii matematice si
nici pentru functia de madsurare,
intermediul informatiilor este expresia unei functii matematice (vezi Colectarea datelor experimentale

Tab. 1. Relatii binare: proprietati si reprezentanti

este o functie matematica).
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Fig. 2. Colectarea datelor experimentale este o functie matematica

Pentru o multime finitd S o functie de numerotare poate fi definita iterativ dupa cum urmeaza:
So=S ; Si=S\{s1}; ...; S=S\{si}; ...; (etc.). Functia f(i)=s; este o functie de numerotare pe multimea S, si
aratd ca orice multime finitd este numarabild. Alegerea elementelor sy, ..., sj, ... din multimea S este
instrumentul specific de masurare. Este implicitd observatiei, inregistrarii, si are ca efect construirea
unei submultimi reunind elementele ramase.

S-a aratat mai sus ca conceptul de functie matematica este legat de conceptul de masurare. Mai
departe, functia de numerotare este instrumentul specific, cu care se face ordonarea in spatiul
informational. Mai mult, in cazul in care multimea S contine n elemente (desigur, ar trebui numarate
numerotare. In afard de numerotarea implicitd, functia de masurare aduce in spatiul informational
valoarea unei proprietati observate.

Pentru doud (presupus) finite multimi A (spatiul nostru de observare) si B (spatiul nostru
informational) sunt exact [B|™ posibilititi de a defini (construi) functii matematice A—B (si ne

Pentru o observatie cu 0 si 1 (|B|=2) asupra unei multimi cu » elemente (JA|=n) avem un
rezultat al numararii (JA|=n), un rezultat al posibilitatilor de enumerare (|A|!=n!) si un rezultat al
posibilitatilor de observare (|B|"*=2"). Se poate verifica imediat ci n<n! Pentru n>3 si mai mult,
n<2"<n! pentru n>4. Chiar mai mult decit atit, pentru n—oo n<<2"<<n!, adicd lim, ..(n/2") =
lim,,,,(2"/n!) = 0.

Daca o observatie cu 0 si 1 este 'cel mai simplu tip de observatie' atunci o observatie ce
inregistreaza in spatiul informational numere reale este cel mai complex tip de observatie.

Presupunand ca rezultatul observatiei este un numar real, putem folosi o pereche formata dintr-
un bit (0 sau 1) consemnand semnul si un numar real pozitiv pentru a echivala continutul din spatiul
informational (numarul real cu semn). Mai mult, se poate construi o functie matematica bijectiva (care
aduce o corespondentd 1:1) intre orice numar real pozitiv [0,00) si un numadr real din intervalul [0,1):
£:[0,1)—[0,00), f(x)=1+1/(1-x). Verificarea ca este o functie bijectiva pentru domeniul de definitie se
poate face verificand ca fi(x)=1/(x-1)>>0. Rezultd deci ci o codificare formati dintr-un semn (un bit) si
o succesiune de 0 si 1 (reprezentarea in baza 2 a oricarui numar real subunitar) reflecta in totalitate orice
numar real. Trecand insd din nou la limitd dimensiunea spatiului observational (n—o0) "puterea"
reprezentarii prin numere reale (f:A—*R) este de aceeasi cardinalitate cu cea a reprezentarii cu numere
intregi (f:A—Ne) sau binar (f:tA—{0,1}), 2% unde X, este cardinalitatea multimii numerelor naturale.
Acest simplu fapt ne aratd ca chiar daca se mareste calitatea reprezentarii prin numere reale, rezolutia
reprezentdrii este in continuare insuficienta pentru a egala calitatea enumerarii (Xo!).

Valoarea unei marimi. Valoarea numerica. Unitate de masura
O primd consecintd imediata a calitatii reprezentarii din spatiul informational este existenta
degenerarii. Degenerarea este reprezentarea prin intermediul aceleiasi valori a rezultatului observatiei
asupra a doua elemente distincte (diferite).
Aceasta degenerare este uneori un avantaj (cand se pun in evidentd similitudinile intre
proprietatile a doua elemente) alteori un dezavantaj (cand masurarea care a avut ca scop evidentierea
diferentelor intre cele doud elemente a esuat in a-gi atinge scopul).



O a doua consecintd imediatd a calititii reprezentarii din spatiul informational este ca daca
degenerarea nu poate fi evitata prin functia de masurare, inca poate fi diminuatd prin scala de masurare.
Ar trebui remarcat faptul cé nu toate scalele de masurare induc relatii de ordine in spatiul informational.
Exemple naturale sunt grupa de sange si aminoacizi care constituie codul genetic, si anume sunt situatii
cand codificarea din spatiul informational nu exprimad o relatie de ordine (naturale) intre valorile
masurate.

Fie o multime cu doua elemente (C={a,b}) si fortam ipoteza ca ordinea nu este relevanta intre
ele. Multimea submultimilor lui C este Sc={{},{a},{b},{a,b}}. Un ordinea naturala in multimea Sc
este definita prin cardinalitatea submultimii. Cardinalitatea ca relatie de ordine nu este strictd, pentru ca
existd doud submultimi cu acelasi numar de elemente: 0=|{}|</{a}|=1={b}|</{a,b}|=2. S-ar putea
intreba: "Ce tip de scald de masura defineste cardinalitatea?" - Pentru a oferi un raspuns util trebuie sa
ne intoarcem la masurare si noi ar trebui sa Intrebam mai intdi: "Ce caracteristici se doresc a fi
evaluate?". In cazul in care rispunsul la a doua intrebare este numarul de elemente in subgrupul
observat, atunci cardinalitatea este bine definiti a fi cantitativi - fiind dotata cu o relatie de ordine. In
cazul in care diferentierea intre submultimile lui C este scopul dorit, atunci cardinalitatea submultimii
nu este suficientd. S-ar putea construi In continuare un alt experiment menit sa diferentieze
submultimile pentru care apare degenerarea (in cazul de mai sus pentru submultimile cu un element) si
o noud functie de masurare ar da raspunsul la intrebarea "Submultimea contine elementul 'a'?"
(complementar cu raspunsul la intrebarea "Submultimea contine elementul b?"). Aceasta este o
masuratoare tipic calitativi - cautam potriviri.

O altd consecintd derivatd din cautarea dupa submultimile unei multimi este cd scala de
mdsurd care se intentioneaza a se aplica ar trebui sa fie de cel putin verificata din punct de vedere al
consistentei cu scopul propus.

Mai mult, chiar si atunci cand nu exista relatii de ordine, pot exista alte relatii (cum ar fi
complementul logic {a}={a,b}\{b} in multimea submultimilor multimii {a,b}), care aduce in spatiul
informational faptul ca nu intotdeauna rezultatele masuratorilor sunt independente unul fata de altul.

Mergand mai departe, tabelul de mai jos clasifica dupa complexitate (definitd de catre operatiile
permise Intre valorile inregistrate) scalele de masura (a se vedea Scale de masura).

Scala Tip Operatii  |Structura Statistici Exemple
Binomiald [Logic |"=","!"  |Algebra BooleanidModa, Dead/Alive
' insher Exact|Fetele unei monezi
[]
(multi) Discret ["=" Multime standard  |Moda, Sistemul de grupe de sange
Nomi(n)ala Chi squared |ABO
Clasificarea organismelor vii
Ordinala |Discret |"=","<" |Algebra comutativa |Mediana, Numarul de atomi in molecule
Rangul
Interval  |Continuu|"<", "-" Spatiu afin Media, StDev, |Scala de temperatura
(uni-dimensional) |Corelatia,
Regresia,
ANOVA
Raport Continuu|"<",  "-",|Spatiu vectorial GeoMean, Dulceata relativa la sucroza
et (uni-dimensional) |HarMean, pH
Cv, Scala distantelor
Logaritm Time scale
Energy scale

Tab.2. Scale de masura

O scala de masurare este nominald daca intre valorile sale o relatie de ordine nu poate fi
definita. De obicei scala nominala de masurare este destinata sa fie utilizatd pentru masuri calitative.
Scala binara (sau binomiald) este cu doar doud valori posibile (intre care exista o relatie de ordine),




cum ar fi: {Da,Nu}, {Viu, Mort},{Vivo,Vitro}, {prezent, absent}, {alcan saturat, alt tip de compus},
{numar intreg, numar neintreg}. Scala nominald cu mai mult de doud valori posibile este numit
multinomiald. Scara multinomiald de masurare are un numar finit de valori posibile si independent de
numarul lor, opereaza relatia de complementaritate. Astfel, pentru {0,A,B,AB} grupe sanguine o
valoare diferitd de oricare dintre cele trei, sigur este cea de a patra. O serie finitd de valori poate fi
considerata o scald ordinald daca intre valorile lor posibile se poate defini o relatie de ordine (naturald).
Daca presupunem ca "Absent"<"Prezent", "Fals"<"Adevarat", "0"<"1" , "Negativ"<"Nenegativ",
"Nepozitiv"'<"Pozitiv", atunci toate aceste scale de masura sunt ordinale. Mai mult, un exemplu de
scala ordinald cu trei valori este: "Negativ'<"Zero"<"Pozitiv". Un alt lucru important cu privire la
scalele ordinale este ca nu sunt necesare, cu o cardinalitate finitd. Dar este necesara existenta unei relatii
de ordine definitd prin "Succesorul unui element" (al unei valori) si complementul acesteia
"Predecesorul unui element” (al unei valori). In scala interval distanta (sau diferenta) intre valorile
posibile are un sens. De exemplu diferenta intre 30° si 40° pe scala de temperaturd are aceeasi
semnificatie cu diferenta intre 70° si 80°. Intervalul intre doua valori este interpretabil (are un sens
fizic). Acesta este motivul pentru care are sens calcularea valorii medii a unei variabile de tip interval,
ceea ce insd nu are sens pentru valorile unei scale ordinale. In acelasi timp (vezi Termometrul cu
mercur §i scale de temperaturd) cum ar fi 80° nu este de doud ori mai fierbinte decat 40° (asa cum 2m
sunt de 2 ori mai multi decat 1m), pentru scalele interval raportul dintre doud valori nu are nici un sens.

(¥671.67°R | (R[212°F| [100°C| A [373.15 K}A
1 ] Apa fierbe B T
Tl ~1859 | || ~1714 |[~1732|| [~1848]T
_L |Rankine _| [Fahrenheit| | Celsius| L Kelvin [L

491.67°R| [ 32°F 0°C |4 [273.15K

Apa ingheata
419.67°R | | [-40°F| [-40°C]| ¢ [233.15 K
0°R -459.67°F H-273.15°C =

Fig. 3. Termometrul cu mercur si scale de temperatura

In cele din urma, pe scalele de tip raport, valorile 0 si/sau 1 au intotdeauna o semnificatie.
Ipoteza este ca cea mai mica valoare observabila este 0. Rezulta prin urmare faptul ca daca doua valori
sunt luate pe o scala raport, putem calcula raportul lor, si, de asemenea, aceastd masurd poseda o scald
de masurare de tip raport.

In cele din urma, trebuie sd remarcam ci marimile misurate pe o scali raport sunt aditive, in
timp ce marimile masurate pe celelalte scale sunt neaditive.

Trebuie mentionat faptul ca scala de masurare nu da precizia de masurare, si din acest punct de
vedere este ilustrativ exemplul tintei (v. Precizie si exactitate).

Imprecis|Precis si Exact|Inexact
Tab. 3. Precizie si exactitate

De scala pe care a fost masurata proprietatea depinde si modul in care datele se pot prelucra si
interpreta. Asa cum s-a ilustrat (v. Precizie si exactitate) precizia si exactitatea unei masuratori sunt la
fel de importante ca si valoarea masuratd insesi. Acesta este motivul pentru care se obisnuieste sa se
exprime valoarea unei masuratori impreuna cu precizia sa de masurare.

Desigur cd existd mai multe modalititi de a exprima precizia unei masuratori. De exemplu, o
masuratoare cu un aparat de masura nu poate depasi precizia pentru care aparatul a fost construit.



Din punctul de vedere al scalei de masurd, o variabild (din spatiul informational) care numara
moleculele dintr-un spatiu (fizic) dat este "la fel" de tip raport ca si o variabild ce masoara temperatura
mediului (fizic) 1n care aceste molecule sunt localizate, chiar daca rezultatul acestor doua operatii de
masurare nu are aceeasi precizie sau precizie comparabild (sau nu pare a avea).

Este de dorit in mod evident ca scala de masurare sa incorporeze cat mai multe caracteristici ale
variabilei masurate, precum si sd posede numai caracteristicile gasite In variabila masurata, pentru ca,
in caz contrar, scala de masurare devine o sursa de eroare.

Pe de cealalta parte, existd limite. Pentru a ardta aceasta, este suficient sa facem apel la o serie
de probleme nerezolvate in fizica[’]:

+ Este 'spatiu-timp-ul' fundamental continuu sau discret?

+ Existd in naturd mai mult de 4 dimensiuni 'spatiu-timp'?

+ Sunt motive (fizice) sd ne asteptdm la existenta altor universuri care sa fie fundamental
neobservabile?

+ Prin ce difera spatiul de timp?

+ Exista particule purtitoare de sarcind magnetica cum sunt electronii pentru sarcina electrica?

+ Care este cel mai greu posibil nucleu atomic stabil sau instabil?

Simpla enumerare de mai sus ne aratd ca noi trebuie sa operam cu incertitudini.

in acest sens, este extrem de util sd ne amintim de existenta principiului incertitudinii [*]:
Principiul lui Heisenberg al incertitudinii stabileste prin inegalititi (precise) cd anumite perechi de
proprietati (fizice) cum sunt pozitia i momentul nu pot fi simultan cunoscute (masurate) cu o precizie
mare arbitrard. Cu cat mai precis o proprietate este masuratd, cu atat mai putin precis cea de-a doua
proprietate poate fi furnizata de un experiment de masura. Principiul incertitudinii stabileste cd minimul
pentru produsul incertitudinilor celor doud proprietati este egal cu jumatate din constanta lui Planck
redusa (h =h/2n).

In sensul celor de mai sus, este perfect justificat si se defineasca starea unei observabile prin
intermediul unei functii de undda avand ca domeniu un spatiu-timp real iar ca codomeniu o coordonata
complexa a carei amplitudine sa semnifice probabilitatea unei configuratii a sistemului.

Intr-adevar, in 1926 Schrodinger [°] formuleazi ecuatia ondulatorie a mecanicii cuantice a carei

solutie este o functie de probabilitate (Ecuatia Iui Schrodinger): 120 /ot = HY , unde ¥ este functia
de unda ce da amplitudinea probabilititii pentru diferite configuratii ale sistemului la diferite momente
de timp (|‘I’(x,y,z,t)|2 este densitatea de probabilitate de a gasi particula la coordonata (x,y,z) si
momentul de timp t); ihd/dt este operatorul energiei; i este unitatea imaginara (i = V-1); h este constanta
lui Planck redusa (h = h/27m); h = 6.62606:10°* J-s; H: operatorul Hamilton (H = -h*V*2m); V*
operatorul Laplace (V* = §*/0x™+6"/0y*+5/0z°).

Este dificil de inteles acest lucru pentru o stare fizica, ceea ce a facut ca autorul sa explice
plastic acest fapt intr-o corespondentd cu un coleg. Exemplul a devenit faimos si a rimas sub numele de
"pisica lui Schrédinger” (v. Pisica lui Schrodinger).

Fig. 4. Pisica lui Schrodinger



In esents, ceea ce experimentul denumit "pisica lui Schrodinger" exprimi este ci odati supus
un sistem unei protectii de decoerenta cuantica este imposibil sd se evalueze starea sistemului fara ca
simultan cu evaluarea starii acestuia sa se strice insesi starea de decoereta in care se afla.

Structura spatiului observabil asa cum a fost ea prezentata (v. Structura spatiului de observare)
desfagoara structura materialelor pana la nivelul de compus chimic, insd acesta nu este ultimul nivel de
structurare intrinseca. La randul sau, compusul chimic poseda o structura si este alcatuit din atomi. Nici
atomul nu este ultimul nivel de structurd, fiind la randul sau alcatuit din nucleoni si electroni.

Privind problema din alt unghi, urmétorul nivel de rafinament (celui ilustrat de Structura
spatiului de observare) sunt compusii chimici (v. Nivele de rafinament ale conceptului de compus
chimic) definiti In sensul unei structuri chimice definite si unice. Rationalizarea structurii chimice se
face prin intermediul formulelor chimice. In acest sens, formele de reprezentare ale structurii chimice
se pot desfasura in continuare astfel:

Structura Proprietate
H/Compus chimic Structurd moleculara definitd si unica
HlFormuli bruta Numarul de atomi din fiecare element in raport cu unul dintre elemente

|-

Formula molecularda  |Numarul de atomi ai fiecarui element cuprinsi intr-o molecula
Formuld rationald ~ |Exprima grupele structurale din moleculd
H‘Formulé geometrica| Exprima geometria moleculei

-

Tab. 4. Nivele de rafinament ale conceptului de compus chimic

Nici macar ultimul nivel de rafinament (formula geometricd) nu este intotdeauna suficient
pentru a reda fidel structura moleculara. In acest sens, un exemplu simplu in care cunoscand distantele
intre atomi §i unghiurile pe care legaturile Intre acestia le formeaza nu este suficient pentru a accepta ca
referim o structurd moleculara definita si unica este butanul si anume conformerii acestuia "Gauche g-"
s1 "Gauche g+" care au proprietatea de a rasuci diferit lumina polarizata (v. Conformerii butanului).

!
. ! e S| [ .
g gy - i ol
! | 1
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Fig. 5. Conformerii butanului



Sisteme de marimi si sisteme de unitati de masura

Cantitatea de substanta

Indiferent de nivelul de structura (moleculard, atomica, subatomica) la care ne referim numarul
de particule (compusi chimici, atomi, electroni) la nivel macroscopic (observabil cu ochiul liber sau cu
instrumente de marire) cuprins Intr-un spatiu de volum definit este imens. Din acest motiv pentru a face
referire la macrocantitati este nevoie de o unitate de masura corespunzatoare. Aceasta este molul.

Molul este cantitatea de particule (molecule, ioni, atomi, electroni, altele asemenea sau grupuri
ale acestora) al caror tip trebuie specificat si al caror numar este egal cu numarul de atomi de carbon
existenti in 0.012 kg (12g) din izotopul acestuia '*C.

Astfel, cantitatea de particule (impropriu spus "cantitate de substanta") se poate exprima prin
intermediul numéarului de particule (N) sau prin intermediul numarului de moli (n) iar intre aceste doua
modalitati de exprimare exista relatia:

=n

n=N/N,
in care Na este numarul lui Avogadro si exprimd valoarea aproximativa a numarului de atomi de
carbon existenti in 0.012 kg (12g) din izotopul acestuia 12C: Ny = 6.02214-10% mol ™.
Prin intermediul cantitatii de substanta o serie de proprietéti observate au caracter intensiv si
extensiv:

in care X nominalizeaza oricare proprietate extensivi (care depinde de cantitatea de substantd) iar Xy,
nominalizeaza proprietatea intensivi corespondenta (care nu mai depinde de cantitatea de substanta).

Energia ca atribut al unei substante si consecintd a structurii sale atomice, moleculare sau
agregate este 0 marime intensiva in timp ce energia specifica este corespondentul intensiv al energiei.
Similar, energia libera - eliberatd sau absorbitd intr-un proces este o marime extensiva in timp ce
potentialul chimic este marimea intensiva asociatd. Capacitatea calorica este cantitatea de caldura ce
produce schimbarea temperaturii cu 1K si este 0 marime extensiva, si capacitatea calorica specifica este
marimea intensiva asociata.

Masa este proprietate extensiva (M), iar masa molara (M) este proprietate intensiva. Volumul
(V) este o proprietate extensiva in timp ce volumul molar (Vi) este o proprietate intensiva.
Concentratia (molara, molald, procentuald) este o marime intensiva:

M VvV n n _my V,

Mm Vm > CM VS > Cm ms 4 C%m ms 2 C%v VS

Se poate remarca ca concentratia molard variaza cu temperatura, deoarece volumul variaza cu
temperatura, In timp ce molalitatea este 0 marime independentd de temperatura. Se numeste o solutie
diluati, o solutie ce contine cel mult 107 molI” de solut. in solutiile diluate ionii de solut sunt separati
de cel putin 10 molecule de solvent. O altd mdrime frecvent utilizatad la amestecuri este fractia molara x;
(a componentului j) din amestecul cu J (j€J) componenti:

n;
X;=
2,

Se poate demonstra ca fractia molard este o marime intensiva. Astfel, fie un amestec P cu
compozitia exprimatd prin raportul numdrului de molecule din fiecare component j in amestec
a:0p:...:0y (cum ar fi pentru C,04H,, ay:0p:03 = 2:4:2 = 1:2:1), si numarul de moli n.

Din cele N =n-N molecule ale amestecului, pentru a respecta proportia, numarul de molecule
din componentul j este N; = N- ()LJ /0. Fractla molara a amestecului este:

/ N-a,/Za, N-a, o,
A

— — — J

a;/Za; EN-a; Zo

Expresia rezultata nu depinde decat de compozigie si nu depinde de numarul de moli sau
molecule implicate aga ca este 0 marime intensiva.

Densitatea este 0 marime intensiva. In cazul unui amestec cu J componenti:
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o= 2m; _ XM, _ 2n-x;M; _ n-2x;M; _ Xx M, _ Zx M,
.V .V, .V, .V, Z.V,/n \'A

In formula de mai sus intervin numai mirimi intensive (x5, Mj s1 Vi) si astfel defineste o
marime intensiva.

Presiunea, Intr-un sistem in echilibru, este o0 marime intensiva atata timp cat valoarea acesteia in
sistem este egala cu valoarea acesteia in orice parte a acestuia.

Temperatura, intr-un sistem in echilibru, este o mérime intensiva atata timp cat valoarea
acesteia 1n sistem este egala cu valoarea acesteia in orice parte a acestuia.

In final trebuie ficutd remarca ci conceptul de mirime intensiva referd macrocantitati si isi
pierde sensul la nivel microscopic. Luand doar temperatura ca exemplu, in spatiu este de cateva grade
Kelvin, in timp ce obiectele care se deplaseaza (cum ar fi o rachetd sau un meteorit) pot ajunge la
temperaturi de cateva mii de grade Kelvin, asa cum rezulta din teoria cinetico-moleculara.

Analiza dimensionala

In geometrie, pentru a identifica in mod unic pozitia unui punct in plan avem nevoie de un
reper. Fata de acest reper, punctul de proba are doua grade de libertate, ceea ce ne aratd ca pozitia sa
este In mod unic determinatd de fixarea valorilor pentru doud proprietdti geometrice ale acestuia.
Alegerea reperului nu schimbi conditionarea anterioara. In figura de mai jos (v. Repere in plan),
reperul poate fi de exemplu unul din colturile dreptunghiului. Cea mai evidenta modalitate este de a
fixa valorile proiectiilor din punctul de proba pe laturile dreptunghiului (fig. a) insa nu este necesar ca
ambele valori s provind din acelasi tip de masuratoare (in fig. b o masuratoare este de distanta, alta
este de unghi) si nici nu este necesar sa fie ortogonale (in fig. ¢ oricare din laturile paralelogramului are
o proiectie nenuld pe laturile invecinate).

Fig.6. Repere in plan

Exemplul Repere in plan ne aratd cd modalititile de a exprima prin valori proprietatile
observate pot fi extrem de diferite. In acelasi timp ne arati ci ar putea exista, in fiecare caz in parte, o
solutie de tipul celei ilustrate 1n fig. a, in care variabilele asociate celor doud valori sa fie ortogonale.
Chiar nsa si 1n acest caz, nimic nu ne opreste sa consideram ca si cazul ilustrat de fig. b este de
asemenea ortogonal, deci putem avea chiar mai multe solutii. In toate cazurile insi, am remarcat
necesitatea impunerii a doud valori fixe, ceea ce ne aratd ca dimensionalitatea sistemului este 2.

Problema poate fi extinsd la mirimi si relatii altele decat geometrice. In general in stiinte
operam cu marimi si unitati de masura, si o analizd dimensionald poate fi condusa daca se alege un set
redus de marimi si unitéti pe baza cérora sa se poata exprima toate celelalte. Asa cum s-a aratat mai sus,
problema nu are o singura solutie, Insa unele solutii sunt preferate.

Analiza dimensionald asupra marimilor si relatiilor poate servi la verificarea corectitudinii
definirii acestora.

In analiza dimensionala a mérimilor si relatiilor fizice, se preferd ca mérimi de baza lungimea,
masa, timpul si sarcina electrica. Chiar si aici insd, o remarca poate fi ficutd, si anume ca folosind
constanta vitezei luminii in vid, se poate exprima o relatie de dependentd intre lungime si timp, iar in
ceea ce priveste sarcina electrica, definitia sa utilizeaza lungimea, masa, si timpul.

Asa cum in Repere in plan se poate remarca, existenta unor valori constante in proprietatile
observate reduce dimensionalitatea sistemului. Dacd in oricare dintre cele trei cazuri se fixeaza o
valoare din cele doud, dimensionalitatea sistemului se reduce la 1, chiar daca in fiecare caz in parte
manifestarea reducerii dimensionalititii produce efecte observabile diferite. Rezultd de aici ca,
indiferent de modalitatea de exprimare a valorii (deci a unitatii de masurd alese) de importantd sunt
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valorile constantelor universale (v. Constante universale).

Constanta Explicatie Valoare
Viteza luminii [Distanta parcursa de lumind, in vid, in timp de 1 secunda; in fapt|c;=299792458 m-s™"
in vid metrul este definit pe baza acestei valori
Impedanta Este raportul intre magnitudinea cAmpului electric si magnetic al|Zy =
vidului radiatiilor electromagnetice ce traverseaza vidul 376.730313461... Q
Constanta Este permitivitatea magnetica a vidului w, =4m-107 N- A2
magnetica
Constanta Este permitivitatea electrica a vidului . 1
electrica 0 1,c
Constanta Constanta care intervine in legea atractiei universale G=6.673..-10™"
gravitationala mkg!s?
Constanta lui  [Este cuanta de actiune in mecanica cuantica exprimand raportul|h = 6.626069...-10™*
Planck intre energia si frecventa unei radiatii electromagnetice
Lungimea Plank|Este aproximativ 10” mai mici decét diametrul unui proton si e hG
consideratd cea mai mica dimensiune posibild; nu existd nsa el
semnificatie fizica dovedita a acesteia
Masa Planck  |Este masa unei gauri negre ipotetice a carei raza este egalda cu he
lungimea Planck; raza gaurii negre ipotetice este astfel ncat|Mp = \/g
viteza necesard pentru a evada de pe suprafatd este egala cu
viteza luminii
Timpul Planck |Este timpul necesar luminii sa traverseze in vid o distanta egala hG
cu lp tP = C_S
Temperatura  |Este temperatura de la care teoria fizica actuald inceteaza sa mai m,c’
Planck opereze, deoarece nu avem cunostinte despre gravitatia T, = K
cuanticd; punctul in care se formeaza o 'gaura neagra' de energie 5
Tab. 5. Constante universale
Constantd  |[Explicatie Valoare
Sarcina Sarcina electrica transportatd de un singur electron sau proton e=1.6021765...-.10°
electrica e
elementara
Energia Energia electricd potentiald a unui atom de hidrogen in starea sa|E, =4.359743...-10°
Hartree fundamentald i aproximativ dublul energiei sale de ionizare ]
Numarul lui|Numérul de particule dintr-un mol de substanta Nj = 6.02214X:10%
Avogadro mol”
Constanta |A 12-a parte din masa unui atom de carbon 12 m,= 10" / N,
atomica de
masa
Constanta |Constanta de proportionalitate din legea gazului ideal (pV=nRT) |R=8.31446... J-mol’
gazelor LK!
Constanta [Stabileste proportionalitatea intre energie si temperaturd in teoria R
Boltzmann |cinetico-moleculara (e/J=kg-T/2, € fiind energia unei particule, iar J ky = N_A
numarul de componente ale energiei

Tab. 6. Alte constante frecvent utilizate

Pe langa constantele universale o serie de alte constante sunt cunoscute si frecvent utilizate (v.
Alte constante frecvent utilizate).

In tabelele 6 si 7 se observa ca sunt relativ putine constante universale independente, celelalte,
mult mai multe fiind obtinute din cele 'de baza'.
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Un element important al analizei dimensionale il reprezinta alegerea setului de marimi de baza.
De exemplu in cinematica un set de marimi de baza este (masa, distanta, timpul) sau (M, L, T). Pe baza
acestuia se poate exprima dimensionalitatea vitezei (L-T™), acceleratiei (L-T?), impulsului (M-L-T™) si
a fortei (M-L'T™). Setul de mirimi (distanta, viteza, timpul) nu este un set de baz pentru cinematica
pentru ca masa nu se poate exprima pe baza acestuia si de asemenea cele trei nu sunt independente
(V=L'T.

Cu ajutorul analizei dimensionale se poate stabili corectitudinea unei ecuatii din punctul de
vedere al omogenitatii dimensionale si in cazul in care sunt implicate o serie de marimi diferite intr-o
expresie simpla se poate chiar stabili forma ecuatiei din analiza dimensionala.

Sisteme de unitati de masura; sistemul international

Un sistem de unitdti de masura este un set de unitati care poate fi folosit pentru a specifica orice
care poate fi masurat.

Sistemele actuale de unitati de masurd, MKS (metru, kilogram, secundd), CGS (centimetru,
gram, secundd), FPS (picior, livra, secundd) difera unul de celdlalt doar prin alegerea unitatilor de
masura, marimile masurate fiind aceleasi (distantd, masa, timp).

La acestea trei se adauga si temperatura (masuratd in Kelvin, grade Celsius sau Fahrenheit),
insd cum definitia actuald a distantei este facutd prin intermediul constantei vitezei luminii in vid (d =
c't, ¢ - constanta vitezei luminii in vid, v. Constante universale) practic tot prin intermediul a trei unitati
fundamentale (temperatura, timpul, masa) sunt construite si definitiile celorlalte de baza (v. Relatii intre
definitiile marimilor sistemului fundamental de unitati de masura).

Fig. 7. Relatii intre definitiile marimilor sistemului fundamental de unitati de masura

Revenind asupra marimilor de baza, sistemul international de unitati recunoaste un numar de 7
ca fiind marimi de baza [°].

Marime Unitate
Nume Dimensiune|Simbol| Nume |Simbol

masa M m |kilogram| kg

cantitatea de substanta N n mol | mol
temperatura termodinamica ® T | kelvin | K
timpul T t |secundd| s

lungimea L I x,r | metru m

curentul electric | Li | amper | A
intensitatea luminoasa J Iy |candela| cd

Tab. 7. Marimi si unitati de baza ale sistemului international

Urmatoarele sunt definitiile marimilor de baza din sistemul international de unitati:
+  Kilogramul este masa prototipului international pentru kilogram (materialul folosit fiind un aliaj de
Platina cu 10+0.0001% Iridiu);
+ Molul este cantitatea de substanta a unui sistem ce contine tot atitea entitati elementare céati atomi
sunt in 0.0012 kg de Carbon cu masa atomica 12 (cand molul este utilizat, entitatile elementare
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trebuie specificate si pot fi atomi, molecule, ioni, electroni, alte particule sau grupuri specificate de
astfel de particule);
Kelvinul este 1/273.16 din temperatura termodinamicad a punctului triplu al apei (definitia refera
apa cu urmitoarea compozitie in izotopi: “H:'H=0.00015576, ''0:'°0=0.0003799,
%0:190=0.0020052);
Secunda este durata corespunzitoare unui numar de 9192631770 perioade ale radiatiei
corespunzdtoare tranzitiei intre cele doud nivele hiperfine ale starii fundamentale a atomului de
Cesiu cu masa atomicd 133 (definitia refera atomul de cesiu la temperatura de repaus de 0K);
Hetzul ([Hz], pentru firecventd) este definit implicit in definitia secundei, frecventa radiatiei
corespunzatoare tranzitiei intre cele doua nivele hiperfine ale starii fundamentale a atomului de
Cesiu cu masa atomica 133 fiind de 9192631770 Hz;
Metrul este lungimea drumului parcurs de lumind in vid intr-un interval de timp de 1/299792458
secunde (rezultd ci viteza luminii in vid este exact ¢g=299792458 m-s™);
Amperul este curentul electric constant care, dacd este mentinut intre doi conductori paraleli de
lungime infinitd, de grosime neglijabila, plasati la 1m unul de celalalt in vid vor produce intre acesti
conductori o fortd egala cu 2-107 N (kg'm's?) pentru fiecare metru de lungime;
Candela este intensitatea luminoasd, intr-o directie datd, a unei surse care emite radiatie
monocromatica cu frecventa de 540-10" Hz (s™) si care are o intensitate radianti in acea directie de
1/683 W/sr (sr este simbolul pentru steradian, unitatea SI de masura a unghiului solid; sfera are 4n
sr; 1sr este aria unei calote sferice cu aria 1 pe o sferd cu raza 1); Lumenul ([Im], pentru flux
luminos) este definit implicit in definitia candelei, fiind fluxul luminos produs de sursa care emite
radiatie monocromatica cu frecventa de 540 10" Hz (s™) in unghiul solid de 1sr;

Pe baza unitatilor de baza sunt construite unitatile derivate:
Radianul ([rad], pentru unghi) este unghiul la centru dat de o deschidere de 1m pe un cerc cu o
raza de 1m;
Steradianul ([sr], pentru unghi solid) este unghiul solid la centru dat de o calota sferica cu aria de
1m” pe o sferd cu o raza de 1m;
Newtonul ([N], pentru fortd) este forta necesard sd accelereze 1kg de masa cu 1ms™.
Pascalul ([Pa], pentru presiune) este presiunea exercitatd de o forta de 1N pe o suprafata de 1m?;
Jouleul ([J], pentru energie) este energia cheltuitd in aplicarea unei forte de 1N in deplasarea pe
distanta a Im, sau in traversarea curentului electric de 1A printr-o rezistentd de 1Q pentru 1s;
Wattul (|W], pentru putere) este puterea necesara pentru a produce o energie de 1J pe durata a 1s;
Voltul ([V], pentru potential electric) este diferenta in potentialul electric pe lungimea unui fir cand
un curent electric de 1A disipa IW;
Ohmul ([€], pentru rezistenta electricd) este rezistenta intre 2 puncte ale unui conductor cand o
diferenta de potential constantd de 1V aplicatd intre aceste puncte produce in conductor un curent
de 1A; conductanta electrica este inversul rezistentei electrice; Siemensul ([S], pentru conductanta
electrica) este conductanta intre 2 puncte ale unui conductor cand o diferentd de potential constanta
de 1V aplicata intre aceste puncte produce in conductor un curent de 1A;
Coulombul ([C], pentru sarcina electricd) este sarcina electrica transportatd de un curent constant
de 1A pe durata a 1s;
Faradul ([F], pentru capacitatea electrica) este valoarea care produce o diferenta de 1V cand este
incarcata cu 1C;
Luxul ([Ix], pentru iluminare) este iluminarea corespunzatoare unui flux luminos de 1lm care
traverseazi o suprafati de 1m’;
Becquerelul (|Bq], pentru radioactivitate) este activitatea unui material radioactiv in care are loc
dezintegrarea a 1 nucleu atomic pe durata a 1s;
Grayul ([Gy), pentru doza absorbitd de radiatie ionizantda) este doza absorbita cand se transferd o
energie de 1J unei cantitati de materie de 1kg;
Sievertul ([Sv], pentru doza echivalenta de radiatie ionizantd) este doza absorbitd cand se observa
aparitia cancerului in 5.5% din cazuri;
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+ Katalul ([kat], pentru activitatea catalitica) este valoarea catalitica ce converteste 1mol de reactant
pe durata a 1s;
Multiplii si submultiplii unitatilor de masura sunt standardizate (v. Multiplii si submultiplii ai
unitatilor de masura).

Divizor  [10°/10' | 10° [10°| 10° [ 10° [10”*] 10" [10™] 107" | 10*
Simbol -|ld| c¢c | m| p|n|p| fla|]z]|y
Prefix - |deci |centi |milijmicro|nano|pico|femto|atto |zepto|yocto
Multiplicator|10°] 10" | 10* [10°] 10° [ 107 [10"] 10" [10™] 10*' | 10*
Simbol -|d|h |k M| G|T|P|E|Z Y
Prefix - |decalhecto|kilo|mega| giga|tera| peta |exa|zetta | yotta

Tab. 8. Multiplii si submultiplii ai unittilor de masura
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Evaluarea numerica a expresiilor matematice

Ecuatii algebrice si transcedentale

O functie transcendentald este o functie care nu satisface o ecuatie polinomiald ai carei
coeficienti sunt ei insisi polinoame, in contrast cu o functie algebrica, care satisface o asemenea ecuatie.
Cu alte cuvinte, o functie transcendentald este o functie care "transcende" algebra, in sensul ca aceasta
nu poate fi exprimatd in termenii unei secvente finite de operatii algebrice de adunare, inmultire si
extragerea radacinii. Exemple de functii transcedentale sunt functia exponentiald, logaritmul si functiile
trigonometrice.

O ecuatie transcedentali este o ecuatie care contine o functie transcedentala.

Un numar algebric este un numdr o radicind a unui polinom (nenul) Intr-o variabild cu
coeficienti rationali. Numerele care nu sunt algebrice sunt numere transcedentale. Exemplele includ
pemsie.

Inversa functiei filw)=w-e" se numeste functia W a lui Lambert. Derivata functiei f, f(w) =
¢"(1+w) ne aratd ca w=-1 este un punct de extrem pentru functia f (de minim, f(-1)=-¢") asa incat fata
de acest punct de extrem de o parte si de alta a acestuia existd exact doud solutii (w; $i w,) pentru
ecuatia y=w-¢". Din acest motiv inversa functiei f, functia W este fie multivalorica (redand pentru un 'y
doud valori, w; si w») fie se restrange domeniul de definitie al functiei astfel incat sa devina (atat f cat si
W) functie bijectivd. Functia Lambert este o sursd de numere transcedentale, ceea ce Inseamna ca
solutiile w asociate ecuatiei y=w-¢" unde y este un numar algebric exceptind pe y=0 sunt toate
transcedentale.

Functia W a lui Lambert este de importantd teoretica, intrucat multe ecuatii implicand
exponentiale se 'rezolva' oferind solutiile (indirecte) ca expresii implicand solutiile functiei W.

Exemplul 1. Pentru a, b > 0 si se rezolve ecuatia: a'=bt. Rezolvare. a=bt — 1 =bt/a' — 1 =
bte™® 5 1/b =t — -In(a)/b = -tIn(a)e™® — Daci se obtine w ca o solutie a ecuatiei -In(a)/b
=w-e" atunci t = -w/In(a), care se exprima formal astfel: t = -W(-In(a)/b)/In(a).

Exemplul 2. Mai general, pentru a # 0 si ¢>0, si se rezolve ecuatia: "™ = c-x-+d. Indicatie. Se
substituie -t = a'x + a-d/c i R = t-q' = -(a/c)-q"* .

Exemplul 3. $i se rezolve ecuatia x*=a. Rezolvare. X*=a — x°In(x) = In(a) — ¢"™"In(x) = In(a)
— Daca se obtine w ca o solutie a ecuatiei In(a) = w-e" atunci x = €", care se exprima formal astfel: x =
eV @) Remarcd. Daci y=w-e", sau scris parametrizat y=w(y)e"” pentru y=In(z) atunci si
In(z)=w(In(z))-¢""® are loc, si " ™@=In(z)/w(In(z) astfel incat solutia ecuatiei x*=a se mai poate scrie
ca: x=e" "@=In(a)/W(In(a)).

Alte exemple de utilizare a functieic W a lui Lambert pentru a obtine solutiile ecuatiilor
transcedentale includ ecuatiile in forma x-logy(x)=a (cu solutia x=¢"“"®)) valorile explicite ale
curentului Intr-un circuit in care sunt in serie o dioda si o rezistenta (relatia intre curent si tensiune in
cazul diodei este dat de o lege exponentiald ['] in timp ce la rezistor este o dependentd liniara),
incetinitorul atomic Zeeman [°], curgerile si depunerile granulelor si suspensiilor, curgerea fluidelor
vascoase [°], si imagistica creierului ['.

In toate aceste cazuri, ca si in altele de asemeni, cand este posibili obtinerea unei solutii
analitice sau, in cazul solutiilor oferite prin intermediul functiei W a lui Lambert, obtinerea unor solutii
pseudo-analitice, aceste solutii analitice sunt de preferat in favoarea celor obtinute prin evaluare
numericd.

Rezolvarea ecuatiilor polinomiale

Un caz aparte de ecuatii sunt cele in forma y = a,x"+...+a;x+ap, numite ecuatii polinomiale. Din
fericire, astizi existd un algoritm care giseste toate radicinile oricirui polinom de orice grad [''],
algoritm disponibil online ['*] si care este implementat in majoritatea programelor profesionale care
necesitd rezolvarea de astfel de ecuatii. Precizia in care acest algoritm rezolva ecuatiile polinomiale este
limitatd numai de precizia de calcul a implementarii. De exemplu o implementare C/C++ poate da o
precizie de 10™*, o implementare in FreePascal o precizie de 107 in timp ce o implementare in Fortran
poate da o precizie de 107,
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Rezolvarea numerica a ecuatiilor transcedentale

Pentru ecuatiile la care literatura de specialitate nu ne pune la dispozitie metode deterministe
care sa ne conduca spre solutie, singura modalitate de abordare ramasad este de a cauta solutiile.
Avantajul pe care 1l are utilizarea calculatorului este imens: stocarea expresiei ecuatiei de rezolvat in
calculator ofera practic posibilitatea evaludrii rezultatului functiei asociate In orice moment. Fie astfel
ecuatia de rezolvat y=f(x), in care y este o valoare care trebuie precizata de fiecare data cand facem apel
la o rezolvare numerica. Se construieste functia asociata g(x) = f(x) - y. Se poate evalua functia g(x) in
orice valoare a domeniului sau de definitie prin simpla sa implementare intr-o rutind de calcul.

Rezolvarea numerica totdeauna presupune cunoasterea domeniului in care se afla solutia (sau
solutiile) ecuatiei. Dacd nu avem nici o indicatie asupra domeniului, o buna idee este sd se Incerce
reprezentarea graficd a dependentei intr-un program specializat (cum este MathCad). Odata identificat
domeniul (fie acesta [a,b]) In care se afld solutia sau solutiile, urmatorul pas necesar este separarea
solutiilor, si anume gasirea unui subdomeniu (fie acesta [c,d], a<c, d<b) 1n care exista o singura solutie.
Practic nu existd metode standard care sa ne duca la acest subdomeniu, insa din nou o reprezentare
grafica ne poate ajuta.

Conditia ca intr-un subdomeniu sa existe cel putin o solutie este ca g(c)-g(d)<0. Conditia
g(c) g(d)<0 este suficientd, in sensul in care daca g(c)-g(d)<0 atunci exista cel putin o solutie g(z)=0 in
intervalul [c,d] insd nu este si necesard, existenta unui numar par de solutii in domeniul [c,d] facand ca
g(c)-g(d)>0 si totusi sa existe solutii n acest interval.

Odati identificat un domeniu [c,d] pentru care g(c)-g(d)<0, cautarea solutiei ecuatiei g(z)=0 se
poate face prin cautdri succesive, si totdeauna un astfel de algoritm va produce cel putin o solutie.

Cea simpld metodd de cautare succesiva este prin injumatdtirea intervalului (v. Cautarea
solutiei g(z)=0 cand g(c)-g(d)<0).

Let a0=c; b0=d;
Repeat
[f(a0-b0<eps)then stop;//solution is any of a0 and b0
If(b0-a0<eps)then stop; //solution is any of a0 and b0
c0=(a0+b0)/2; if(g(c0)<eps)then stop;//solution is cO
If(g(a0)*g(c0)<0)then b0=c0; else a0=c0;
Until(false);
Fig.8. Cautarea solutiei g(z)=0 cand g(c)-g(d)<0

Asa cum se observa in figura de mai sus (v. Cautarea solutiei g(z)=0 cand g(c)g(d)<0)
cdutarea succesiva a solutiei g(z)=0 impune definirea unei tolerante (eps) a cérei valoare minima este
stabilitd in functie de cerintele problemei de rezolvat (o precizie de 4 cifre semnificative este foarte rar
depasita de instrumentatia de analiza fizica si chimicd) si de capacitatea procesorului matematic al
platformei de calcul (s-a ardtat mai sus ca limita de precizie poate merge pand la 23 de cifre
semnificative fara a face apel la calculul matematic 1n precizie arbitrara).

Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare

Din fericire, si pentru acest caz sunt elaborate metode, unele dintre ele foarte eficiente, de
rezolvare exactd. Diferentele intre o metoda si o altd metoda in acest caz o reprezintd precizia cu care
este oferitd solutia. Pentru a putea rezolva un sistem de ecuatii liniare, sunt necesare un numar mare de
operatii de inmultire, impartire, adunare si scadere, iar cea mai eficientd rezolvare are ordinul de
complexitate polinomial, fiind de ordinul puterii a 3-a a numarului de ecuatii, O(n’). Astfel, pentru un
numdr foarte mare de ecuatii, sunt implicate si un numar mare de operatii (pentru n = 1000, n’=10°),
ceea ce face ca precizia maxima posibild sa scada si ea (folosind o implementare C/C++, din precizia
de 14 cifre semnificative, scazand cele 9 datorate operatiilor aritmetice, ajungem la pragul de 5 cifre
semnificative ca precizie maxima a evaludrii). Morala este ca pentru cazurile in care se opereaza cu
sisteme de ecuatii foarte mari, utilizarea celor mai precise metode de rezolvare este obligatorie.

In figura urmétoare (v. Procedura Gauss-Jordan pentru regresii liniare multiple) este redati
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procedura Gauss-Jordan pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare, aplicatd pentru modele de
regresie liniard, cand solutia este furnizatd simultan cu calculul de varianta [**].

df=m+l y~V=apl +a;rx;+... + anXm pentru (ViXij, - . -,Xmi)I<i<n
i(linii)\j(coloane) -1 0 I [..] m mtl | m+2 |...| 2m+]
0 Zyi n EX] N ZXm,i 1 0 v 0
1 Eyixl i EXl,i ZXUZ 000 EXl,iXm,i 0 1 500 0
m ZYiXm,i ZXm’i ZXl,iXm’i vee ZXm,iXm,i 0 0 1
Inig:ial SB SA Im+1
Operatii elementare pe linii ! ! !
Final A=S,"Sp I Sa’
0 ao 1 0 [.... 0 [Sa' ... |...
1 a 0 1 [..] o0 (Sa) 'l ...
m am 0] o [.|] 1 o S
df=m y~V=arx;t+ ... + amXm pentru (¥iXij - - -sXm.i)i<i<n
i(linii)\j(coloane) -1 0 I |..] m mtl | m+2 |...| 2m+]
0
1 Zyixl i ZXl X1l ZXl iXm,i 1 . 0
m ZYiXmi ZXl iXmi - - - ZXm’iXmi 0 1
Initial S Sa I
Operatii elementare pe linii ! ! !
Final A=S,Tss In S
0
1 a 1 |..] o Sa) 'l ...
m am 0 [..| 1 o | [(SA)
Coeficienti si variante | & =9i-y;=aotaixiit.. . tamXmi-yi | S (a)=(Sa) i Zigi’/(n-df)
Semnificatia coeficientilor t, =t(a;)=2a,/s(a;) p, =p(t,) =CDF((t,,n—df)
Semnificatia modelului e n-2y.y, -2y - .Y,
\/n : ZiYiz —2Y; - 2V, \/n : Eii’iz -Z.9: -5y
2
r° n-df
F(r) === .p, = CDF.(E().m.n~df)

Fig.9. Procedura Gauss-Jordan pentru regresii liniare multiple

Metode iterative
Pentru ecuatii neliniare cu expresii complicate, si cu atat mai mult pentru ecuatii transcedentale,

cel putin o solutie poate rezulta prin aproximatii succesive. Fie ecuatia f(x)=0 pentru care cautdm o
radacina x.

O metoda iterativa totdeauna porneste de la o valoare initiald xo pe care cautdim sia o
imbunatatim astfel incat la final sa obtinem o buna aproximatie |f(xo)|<€ unde € este o valoare arbitrara
impusa de cerintele problemei de rezolvat.

Ecuatia f(x)=0 se poate transforma astfel Incét sa se obtind o ecuatie echivalentd cu aceasta in
forma x=g(x). Succesul metodei iterative depinde de modalitatea de exprimare a ecuatiei echivalente.

Exemplu. Fie f(x)=x’-2x-3. In tabelul urmdtor (v. Aplicarea metodelor iterative) sunt ilustrate
mai multe modalitati de exprimare a ecuatiei echivalente.
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Ecuatie echivalentd| x = x? —x —3 x=(2x+3)/x x=+2x+3 |x=+/2x+3
Ecuatie iterativda | x  =x*—x, —3|Xy, = (2%, +3)/X;|x,,, =1/2%, +3 | x,,, = —/2X, +3
i=0 1 1 9 9
i=1 5 -3 3.872983 -3.87298
i=2 2.6 9 2.178524 #NUM!

i=3 3.153846 69 1.164924 #NUM!

i=4 2.95122 4689  #NUM! #NUM!

i=5 3.016529 21982029  #NUM! #NUM!

Tab.9. Aplicarea metodelor iterative

Asa cum se observa din tabelul anterior (v. Aplicarea metodelor iterative) nu orice alegere a
metodei iterative conduce la convergenta catre solutie (f(x)=0).

Sisteme de ecuatii neliniare
Metoda aproximatiilor succesive poate fi o solutie comoda in anumite cazuri cand se cere
rezolvarea de sisteme de ecuatii neliniare.
Un exemplu tipic de aplicare este pentru maximizarea agrementului intre observatie si model.
Fie exemplul ilustrat mai jos (v. Observatii la contingenta de doi factori multiplicativi).

Factor "B"|Nivel b; [Nivel b, |Nivel bz [Nivel by
Factor "A"
Nivel a) Ob811 Ob812 ObS]3 ObS]4
Nivel a Ob521 Ob522 Ob823 Osz4
Nivel as ObS31 ObS32 ObS33 ObS34
Nivel a, ObS41 ObS42 ObS43 ObS44

Tab.10. Observatii la contingenta de doi factori multiplicativi

In cazul observatiilor la contingenta de doi factori multiplicativi (v. Observatii la contingenta
de doi factori multiplicativi) ipoteza este ca Obs; ~ ai'b; s1 valoarea asteptatd in urma observatiei este
Expij=a;'b;. Datoritd unor factori aleatori necunoscuti, observatia e afectata de erori, astfel incat aproape
niciodatd Exp;=Obs;;. Dificultatea insa consta in faptul ca nu se cunosc valorile nivelelor factorilor (ay,
..»a4; b1, ...,.bs) si nici tipul erorii (eroare proportionald cu valoarea observata, eroare in magnitudine
uniforma, etc.). Orice tentativd de a rezolva analitic sistemul (prin identificarea valorilor nivelelor) e
sortitd esecului, deoarece sistemul are cel putin o nedeterminare (putand fi astfel rezolvat doar cel mult
parametric).

Avem insa posibilitatea sd obtinem un set de valori initiale pentru valorile asteptate cu formula:

ZObs kZ:ObskJ

ZZObsiJ

i=1 j=l

In acelasi cadru al presupunerii naturale al efectului multiplicativ al celor doi factori asupra
observabilei Obs din punct de vedere matematic se pot formula trei presupuneri cu privire la eroarea
patratica (Obs;;-Exp; ,J) produsa de observatie:
+ masurdtoarea este afectatd de erori absolute intAmplatoare;
+ masurdtoarea este afectatd de erori relative intamplatoare;
+ masurdtoarea este afectatd de erori intAmplatoare pe o scard intermediara intre erori absolute si erori

relative;

Prima dintre ipoteze (erori absolute intdmplatoare) conduce din punct de vedere matematic la
minimizarea variantei intre model si observatie (S, a doua dintre ipoteze conduce la minimizarea
patratului coeficientului de variatie (CV?) iar o solutie (una din mai multe solutii posibile) la cea de-a

Exp, . = |
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treia dintre ipoteze (X°) o reprezinti minimizarea statisticii X> (v. Minimizarea diferitelor tipuri de
erori pentru agrementul intre observatie si model).

S° CV? X2
(Obs ab,)’

r ¢ 2
ZZ(ObSi,j_aibj)zzmin' L) 21 7 — min. zz . = min.

i=l =1 i=1 j=1 (aibj) i=1 j=1

Tab.11. Minimizarea diferitelor tipuri de erori pentru agrementul intre observa‘gie si model

In relatiile de mai sus (v. Minimizarea diferitelor tipuri de erori pentru agrementul intre
observatie si model) apar exprimati cei doi factori ("A" si "B") a céror independenta se verifica prin
intermediul efectului multiplicativ (a;, 1<i<r reprezinta contributia primului factor la valoarea asteptata
E;j iar b;, 1<j<c reprezintd contributia celui de-al doilea factor la valoarea asteptatd E;; si expresia
valorii asteptate E;; este datd, asa cum presupunerea naturald a fost facutd de produsul celor doud
contributii: E;j=a; ;).

Minimizarea cantititilor date de relatille de mai sus In scopul determinarii contributiilor
factorilor A (A=(a;)i<i<) 51 B (B=(bj)1<j<c) se face pe aceeasi cale, datd generic de relatia:

a'(aiabj):() : a'(aiabj):()
oa, g &b, |
<i<r 1<j<e

unde expresia de derivat -(a;,b;) este una din expresiile date de S%, CV? si X% In urma calculului
(derivare) se poate obtine ca conditiile de minimizare a diferitelor tipuri de erori pentru agrementul intre
observatie sunt echivalente cu ecuatiile urmatoare (v. Ecuatii in minimizarea diferitelor tipuri de erori
pentru agrementul intre observatie si model).

S* CcV* X2 Domeniu

c c ¢ 2 c . '
a, :ijoij ijz a, ZZOIi Z& aiz _ Z i=1.r
j=l = o bj p= bj
e 2 r Q.. i ' ‘2 .
b. _Zao Za bjzz ZJ bj2:z i,j / a, jzl..C
i=1 ;

i i=l1 i i=l1 i

Tab.12. Ecuatii in minimizarea diferitelor tipuri de erori pentru agrementul intre observatie si model

Se poate de asemenea arata matematic cd relatille de mai sus (v. Ecuatii in minimizarea
diferitelor tipuri de erori pentru agrementul intre observatie si model) admit o infinitate de solutii si ca
familiile de solutii ale relatiilor se afla in vecinatatea familiei de solutii date valorile initiale ale valorilor
asteptate (Exp;ij=ai'b;):

a,-b, —;O]kZOkJ zlzl:o
i=l j

Calea directd de rezolvare a ecuatiilor de minimizare fara a face apel la ecuatia de aproximare
este ineficientd. De exemplu pentru =2, ¢=3 substitutiile in relatia pentru S* duc la:

a, 2+(Obslf+Obs1?22+Obsl?32)—(0bs2’12+Obs2522+0bs2’32) ) i,
a, (Obs, ,Obs, | +Obs, ,0Obs, , +Obs, ,0bs, ;)

a

care este rezolvabild in (ax/a;) care dovedeste ca existd o infinitate de solutii (pentru orice valoare
nenuld a lui a; exista o valoare a, care sa verifice ecuatia si gradul ecuatiei este dat de min(r,c). Ecuatiile
ce se obtin pe calea substitutiei directe devin din ce in ce mai complicate cu cresterea lui 'r* §i "¢’ si cu
coborarea dinspre relatia (S%) citre relatia (X°).

Calea indirecta de rezolvare a ecuatiilor de minimizare este prin aproximatii succesive facand
apel la solutia aproximativa oferitd de estimarea initiald. Astfel, se foloseste relatia de estimare initiala
pentru a obtine prima aproximatie (aproximatia initiald) a solutiei dupa care in fiecare succesiune de
aproximatii se inlocuiesc vechile valori ale aproximatiei in partea dreapta a relatiilor pentru a obtine
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noile aproximatii.

In acest caz metoda aproximatiilor succesive converge rapid citre solutia optimali. Astfel
pentru relatia (S”) trei iteratii sunt suficiente pentru a obtine (vezi Tabelul 13) o valoare reziduald de
282.11735 si de la aceastd iteratie incolo valoarea reziduald 1si schimba cifrele dincolo de a 5-a
zecimala, 1n timp ce pentru relatia (20) aceeasi calitate a reprezentarii solutiei optimale este obtinuta
dupa 4 iteratii.

Folosind datele din ['*] redate in Tabelul 13, valorile sugerate de ecuatiile de estimare initiala
pentru produsele (a;bj)i<is;1<j<12 sunt redate in Tabelul 14, valorile ce rezultd dupa rezolvarea iterativa a
relatiilor (18)-(20) sunt redate in Tabelele 15-17.

TV UD KK [KP TP |ID |GS [|A] |BQ |[ND |[EP |AC DY [Suma

DS 253 28| 233] 20[ 229 20.8] 22.3] 219 183| 14.7 1338 10 2413
DC 260 27| 244 19| 20.6] 244 16.8] 209 20.3| 15.6 11) 11.8] 23738
DB 26.5| 23.8| 142 20[ 20.1] 21.8] 21.7] 20.6 16 143 11.1] 133] 2234
UsS 23| 204 182] 20.2| 158 15.8] 12.7] 12.8] 11.8] 12.5] 125 82| 1839
uC 18.5 17 20.8] 18.1] 17.5| 14.4] 19.6] 13.7 13 12| 12.7] 83| 1856
UB 95| 65 49 77 44 23] 42 66/ 16 22| 22| 1.6 53.7
Suma 128.8) 122.7| 105.8 105 101.3] 995 97.3] 965 81 713 633] 532 1125.7

Legenda:

+ TV: Tratament vs. Varietate

+ UD, KK, KP, TP, ID, GS, AJ, BQ, ND, EP, AC, DY: varietiti de cartofi (UD: Up to Date; KK: K of K; KP:
Kerr's Pink; TP: Tinwald Perfection; ID: Iron Duke; GS: Great Scott; AJ: Ajax; BQ: British Queen; ND:
Nithsdale; EP: Epicure; AC: Arran Comrade; DY: Duke of York)

+ DS, DC, DB, US, UC, UB: tratamente (D* - cu fertilizant natural; U* - fara; S - sol fertilizat cu sulfat; C - sol
fertilizat cu cloruri; B - sol fertilizat cu baze)

Tab.13. Valori experimentale in tratamentul cartofilor

TV |UD KK |KP TP ID GS Al BQ ND EP AC DY
DS| 27.61| 2630 22.68| 22.51| 21.71| 21.33| 20.86| 20.69| 17.36| 1528 13.57| 11.40
DC| 27.21| 2592| 2235| 22.18| 21.40| 21.02| 20.55| 20.39| 17.11| 15.06| 13.37| 11.24
DB| 25.56| 24.35| 21.00] 20.84| 20.10| 19.75| 19.31| 19.15| 16.07| 14.15| 12.56| 10.56
US| 21.04| 20.04| 17.28| 17.15| 16.55| 16.25| 1590| 15.76| 13.23| 11.65| 10.34| 8.69
UC| 21.24| 20.23| 17.44| 1731| 16.70| 16.41| 16.04| 1591| 13.35| 11.76| 10.44| 8.77
UB| 6.14| 585| 5.05| 501 483| 475 464, 460 386 340 3.02| 254
Tab.14. Valorile produselor (a;b;)i<i<s;i<j<12

TV |UD |KK |KP TP ID GS Al BQ |ND |EP AC |DY

DS | 27.07| 2642| 22.64| 21.85| 21.85| 21.94| 20.94| 20.63| 17.93| 15.48| 13.54| 11.61
DC| 26.66| 26.02| 22.29| 21.52| 21.52| 21.60| 20.62| 20.32| 17.66| 15.24| 13.33| 11.43
DB| 24.91| 2432| 20.83| 20.11| 20.11| 20.19| 19.27| 18.99| 16.50| 14.25| 12.46| 10.69
US| 20.64| 20.15] 17.26| 16.66] 16.66| 16.73| 15.96| 15.73| 13.67| 11.80| 10.32| 8.85
UC| 20.58| 20.09| 17.21] 16.61| 16.61| 16.68| 1592| 15.69| 13.63| 11.77| 10.29| 8.83

UB| 629 6.14] 526| 5.08] 5.08] 510/ 486] 479 4.17| 3.60] 3.14] 2.70

Tab.15 Valorile optimizate ale produselor (aib;)i<i<s:1<i<12 folosind relatiile (Sz)

TV |UD |KK |KP TP ID GS Al BQ |ND |EP AC |DY

DS | 27.57| 26.08| 23.04| 22.61| 21.48| 21.61| 21.13| 20.69| 17.66| 15.23| 13.79| 11.56

DC| 27.38| 259| 22.88| 2245| 21.34| 21.46| 20.99| 20.55| 17.54| 15.13] 13.69| 11.48

DB | 25.84| 24.44| 21.59| 21.19] 20.14| 20.26| 19.8] 194| 16.56] 14.28| 12.92| 10.83

US| 21.23| 20.08| 17.74] 17.4| 16.54| 16.64| 16.27| 15.93| 13.6| 11.73| 10.62 8.9

UC| 21.47| 2031 1794 17.61| 16.73| 16.83| 16.46| 16.12| 13.76| 11.86| 10.74 9

UB| 7.02] 6.64] 587 576] 547 551| 538] 527 45 388 351 294

Tab.16. Valorile optimizate ale produselor (a;b;)i<i<e;1<j<1> folosind relatiile (CV2)
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TV |UD |KK |KP TP ID GS Al BQ ND |EP AC DY

DS | 27.64| 26.19| 22.85| 22.60| 21.59| 21.44| 20.98| 20.71| 17.49| 15.24| 13.67| 1147

DC| 27.35| 2591| 22.61| 22.36| 21.36| 21.22| 20.76| 20.50| 17.30| 15.08| 13.52| 11.35

DB | 25.74| 2440 21.28| 21.05] 20.11] 19.97| 19.55| 19.29| 16.29| 14.20| 12.73| 10.68

US| 21.17| 20.06| 17.50| 17.31] 16.53| 16.42| 16.07| 15.87| 13.39| 11.68| 10.47| 8.78

UC| 21.40| 20.28| 17.69| 17.50| 16.71| 16.60| 16.25| 16.04| 13.54| 11.80] 10.58| 8.88

UB| 657 623] 543| 537 513 5.10f 499 493] 4.16] 3.63] 325 273

Tab.17. Valorile optimizate ale produselor (a;b;)i<i<;1<j<i1> folosind relatiile (Xz)

Tabelul 18 centralizeaza rezultatele obtinute pe cele 4 cai.

s’ X cv’

Catleq(21)/eq(18)|eq(20)|eq(19) leq(21)|eq(18)|eq(20)|eq(19)|eq(21)|eq(18) |eq(20) |eq(19)
DS| 23.4| 18.76| 24.12| 57.97| 1.10[ 0.937| 1.127] 2.308| 0.056/0.0515|0.0573|0.0971
DC| 59.7| 48.48| 59.86[104.95| 3.08| 2.497| 3.052| 4.847| 0.164| 0.133|0.1611|0.2365
DB| 69.8] 66.77) 71.47| 95.21| 3.78| 3.596| 3.796| 4.803| 0.221|0.2078|0.2167|0.2633
US| 41.6] 49.03| 41.66| 35.34] 2.72| 3.19] 2.709| 2.358| 0.186]0.2158| 0.183]0.1635
UC| 57.6] 59.01| 56.53]| 82.16] 3.46| 3.66| 3.339| 4.367| 0.218]0.2375|0.2065|0.2444
UB| 37.5] 40.1) 37.13] 28.26] 7.89| 8.295| 7.659| 5.956| 1.751]1.8018|1.6696/1.3512

UD| 303 26.3] 282| 789 2.66] 2.35 2.15] 3.58) 0.335] 0.293] 0.235| 0.232
KK] 15.3] 13.5] 15.8] 187 0.76] 0.64] 0.73] 0.88] 0.045] 0.033] 0.035] 0.044
KP 63 627 64 675 3.11] 3.15 3.13] 3.19] 0.155] 0.162| 0.159| 0.155
TP | 343 314 333 76.5] 2.79] 2.69] 2.37| 3.67| 0.357] 0.340] 0.256| 0.242
ID 34, 39 4 45 0.21] 0.27] 0.28] 0.26] 0.017| 0.028| 0.029| 0.021
GS| 26.2] 25.6] 269 28.6] 2.29| 245 2.52| 242/ 0.319] 0.349] 0.352| 0.327
Al 45| 47| 453] 434 2.56] 2.71] 2.60] 2.44| 0.152) 0.168] 0.164| 0.148
BQ| 21.5] 204| 21| 31.8] 193] 1.71] 1.67] 2.19] 0.253| 0.205| 0.182| 0.193
ND| 183| 179 19.1] 20.5] 2.13] 229 235 2.27]0.393] 0.424]| 0.427| 0.403
EP| 29 32 33 3.8 053] 0.64 0.66] 0.62] 0.133] 0.158] 0.163| 0.142
AC| 182 18.8] 18.7] 193] 1.76/ 1.87] 1.84] 1.83] 0.209] 0.232| 0.233] 0.221
DY| 11.1] 11.5] 11.2| 10.6] 1.31] 1.40] 1.39] 1.27] 0.228| 0.255| 0.258| 0.227

X [ 289.5] 282.2] 290.8] 404.1| 22.04| 22.17| 21.69| 24.62| 2.596| 2.647| 2.493| 2.355
Tabelul 18. Valori comparative pentru eroarea experimentala intamplatoare

Dupid cum se observa in Tabelul 18, fiecare dintre metodele definite de relatiile (S%)-(X%)
imbunatateste valoarea sumei obiectiv In raport cu expresia definitd de formula aproximativa de
estimare initiala si reprezintd corectii ale acesteia.

Integrarea numerica

O foarte largd categorie de probleme din fizica si chimie opereaza cu ecuatii in care este
necesar calculul unei integrale care nu poate fi evaluatd formal, prin intermediul formulelor si
metodelor de integrare cunoscute sub numele de primitive. In aceste situatii se face apel la metodele de
integrare numericd. Metodele de integrare numerica sunt metode aproximative de evaluare a valorii
integralei definite. Rezultatul integrarii numerice poate fi evaluat aplicind un numar definit (in
preambulul integrarii) de pasi sau un numar de pasi care rezultd din aplicarea insesi a algoritmului
numeric de integrare.

Semnificatia fizicd a integralei definite este aria subgraficului functiei de integrat. In acest sens,
figura urmatoare ilustreaza doud modalitati de aproximare in care domeniul de integrare este impartit in
intervale de dimensiune egala.
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Fig.10. Aproximarea ariei prin dreptunghiuri si trapeze

In integrarea numerica este totdeauna un compromis intre timpul de calcul (mai multe diviziuni
necesitd mai multe evaluari si deci mai mult timp) precizia dorita (fatd de care insa criteriul de apreciere
a preciziei este uneori foarte dificil de apreciat avand in vedere ca valoarea reala a ariei de sub graficul
functiei este necunoscut), limita preciziei de calcul (eroarea cea mai mare se face in jurul valorii de 1
prin eroarea de evaluare a acestuia cu 0.9...99 si respectiv 1.0...01 si nu in jurul valorii de 0 unde
modalitatea de stocare in virgula flotantd 1.2e-4 ne asigura o precizie foarte ridicatd) si propagarea
erorii din operatii de calcul succesive (daca a=1.6 si b=3.0 si calculam a/b cu o precizie de 2 cifre
obtinem 0.53 pierzand astfel restul cifrelor de 3 ale numarului rational 0.5(3) si calculele care urmeaza
propaga si amplifica aceasta pierdere).

Metodele de cuadraturd (sau Newton-Cotes ['°,'°]) aproximeaza functia de integrat cu un
polinom. Din acest punct de vedere:

+ aproximarea ariei prin dreptunghiuri reprezintd aproximarea functiei cu un polinom constant;
pentru x;<x<xi| fi(x)=ci (ci=f(xi), ci=f(Xi+1) sau ci=f(&i), e=(xi+Xi+1)/2)

+ aproximarea ariei prin trapeze reprezintd aproximarea functiei cu o functie liniard; pentru X;<x<Xi:,
fi(x)=ax+B, o=(f(xir1)-f(X;))/(Xir1-Xi), P=(f(xi)Xir1-f(Xir1)Xi)/(Xi1-Xi), relatii ce rezulta din conditiile
fi(xi)=oexitB=1(xi) s1 fi(xXi+1)=oXinHB=f(Xi+1) .

Este de asemenea posibild aproximarea prin polinoame de ordinul 2, 3 si superior. In acest sens
este exemplificat in continuare pentru polinoamele de ordinul 2 (regula 1/3 a lui Simpson [']), existand
insa si regula 3/8 a lui Simpson de interpolare cu polinoame de ordinul 3 (regula 3/8 a Iui Simpson) si
formule polinomiale de grad egal cu numarul de intervale.

Regula 1/3 a lui Simpson de integrare numerica
Fie un sir de sub-intervale in care se evalueaza functia f(x): a=xo, xi, ..., X,=b, de lungimi egale:
Xi+1-Xi=(b-a)/n (pentru 0<i<n-1). Pe o pereche de intervale oarecare consecutive [Xi.,Xi| $1 [XjXi+1]
expresia functiei se aproximeaza cu o functie patratica g(x)=a-x+tbx-+c. Se pot identifica coeficientilor
a, b si c direct In expresia integrata:

Xil Xigl _ 3 _ 2 _
J-g(X)dX — J-(aXZ +bX +C)dX — a'(Xi+l 3 Xi—l) + b(Xi+1 2 Xi—l) + c(Xi+l1 Xi—l)

daca se foloseste valoarea functiei in punctul x;:
2
g(x,) = g(xi—l + Xisi j _ a( Xii ;‘Xm j + b(xi—l ‘;Xm j_'_ c= a(x_, +x,,,)" +2b(x_, +X,,,)+4c

2 4
Succesiunea de calcule este urmatoarea (unde G(x) este primitiva lui g(x)):

Xisl

[g(x)dx = %(Za(x

X

2 2
XX X ) 30X, X )+ 6C)

X, —X._ 2 2
St WS c i 1(a(xi+1 +2X,, X, + X, )+2b(x

2 2
X)) H4c+alx;,, +x,7)+b(x,,

+xi_1)+2c)

X, — X,
== (A0 +e(xi) T e(x)

Exprimand valorile functiei g cu ajutorul functiei f in punctele X, X;, Xi; rezultd ca
aproximarea integralei functiei f cu integralele functiilor g se realizeaza asadar cu ajutorul formulelor:
Xigl X. —X.

[0 = 22 (0 )+ 46 (x) + ()

Insumand integralele de pe fiecare domeniu [xi.1,Xi+1] se obtine o expresie in care capetele
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[X0,X1] $1 [Xn-1,Xn] sunt luate o singura data iar celelalte intervale [x;,xi:1], pentru 0<i<n-2 sunt toate luate
de 2 ori, adica:

n—1 Xizl n—1 Xigl
2 j f(x)dx =2 J.f(x)dx J.f(x)dx— j f(x)dx =2 j f(x)dx — j f(x)dx — j f(x)dx
i=l Xi i=0 X;

Expresia integralei ﬁJnctlel fpe mtreg domemul [a,b] se obtine ca:

n-1 Xigl
2j fx)dx =Y, j f(x)dx — j f(x)dx — j f(x)dx
i=1 X o
Relatia de mai sus arata ca evaluarea completa a 1ntegralel func‘glel f mai necesitd o aproximare,
si anume a integralelor intervalelor de la capete ([xo,X;] $i [Xn.1,Xn]), care se poate face de exemplu cu
metoda trapezelor:

Tf(x)dxz%i L(f(x, ) +4E(x,) +F(x,,,))- j f(x)dx—— j f(x)dx
If(x)d s IO o x, jf(x)d =1 )+2f("“)(xn X0)

Imand cont ca xi+1-xi=(b-a)/n,

jf(x)dx = b6_ a (nz_l: f(x,_ )+ 4HZ_1: f(x,)+ nz_l f(XM)j
n \ g i=1 i=l

in care se tine seama acum ca:

36 )= 3 00x) = Y EGx) ~(x,)~E(x, )

o) +E(x) +F(x, ) +1(x,))

300 = £x) - 15~ 1(x,)
D) = X k) = 2 x) = Fx,) = £(x,)

n def b def
D f(x) =S, [f(x)dx =1
i=0 a

de unde:
=~ b—a(6S—f(xn)—f(Xn_l)—4f(Xo)—4f(Xn)—f(X1)—f(Xo) _f(Xo)+f(X1)+f(Xn_1)+f(Xn)j

6 4
= (b—a)S_(b—a)(
n 12n

n

13£(x,)+5F(x,) +5F(x,_,) +13f(x,))
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Elemente de teoria probabilitatilor

Masuri statistice pentru populatii si esantioane

Frecvent operam cu date provenite din masurdtori repetate ale aceluiasi fenomen. Aproape
niciodatd insa, doud masuratori independente asupra aceleiasi observabile, produce acelasi rezultat. Din
acest punct de vedere, odatd incheiatd observatia fenomenului fizic, se pune problema prelucrarii si
interpretarii informatiei din spatiul informational si un alt tip de experiment trebuie derulat aici:
experimentul statistic.

Intr-un experiment statistic operdm cu variabile aleatoare - o variabili aleatoare fiind asociati
unei masurabile ale carei valori sunt colectate in spatiul informational. Variabila aleatoare are o serie de
valori care corespund rezultatelor masuratorilor inregistrate. Totdeauna in spatiul informational vom
poseda serii finite de valori in timp ce in spatiul fizic s-ar putea repeta experimentul de un numar infinit
de ori. Din acest motiv, in statistica se diferentiaza esantionul - seria de valori colectatd n spatiul
informational, de populatie - intreaga multime infinitd de valori care ar putea fi adusa din spatiul fizic
printr-un proces continuu de masurare.

Din punctul de vedere al reprezentarii prin valori in spatiul informational, avem variabile
aleatoare discrete, ale caror valori apartin unei multimi finite (inzestrate sau nu cu o relatie de ordine)
sau infinite dar atunci inzestrate cu o relatie de ordine i numarabile (cum este multimea numerelor
naturale, sau a celor intregi, sau a celor rationale) si variabile aleatoare continue, ale caror valori
apartin multimii numerelor reale (de puterea continuului) - si asta chiar daca, in spatiul informational le
stocam tot folosind o multime de valori discrete si ordonate (folosind o anumita precizie de exprimare a
numerelor). O alta clasificare a tipului variabilelor aleatoare este in cantitative - daca scala de masurd a
fenomenului observat permite operatia de aditie ("+") si calitative - daca nu e permisa (nu are sens).

Distributii statistice in urma unor masuritori repetate
Asa cum s-a anticipat la Inceputul sectiunii anterioare, o problema la care statistica are o solutie
de exprimare a rezultatului este cu privire la rezultatul urméand o serie de masuritori repetate. In tabelul
urmator (v. Masuri statistice pentru caracterizarea variabilelor cantitative) sunt prezentate masurile
statistice ce rezultd din aplicarea pe populatii si respectiv pe esantioane, pentru cazul variabilelor
cantitative.

Masura Refera Expresie Interpretare
Suma valorilor () -
Numarul de valori Un sir N -
Valoarea medie de numere |E()=X()/|| Valoarea asteptata
Moment central de ordin k, k>1 Ei(") = E(X-E(X))") -
Media caracteristicii X O populatie | p=wX)=EX)
Media observabilei Y Un esantion |m=m(Y)=E(Y) Tendinta
Estimatorul mediei . _ centrald
caracteristicii X O populatie | M(Y) =m(Y)
Varianta caracteristicii X Var(X) = E((X—u)z) Impristierea
Deviatia standard a O populatie | _ . .
caracteristicii X 6 =o(X) =4/ Var(X) Dispersia
Varianta observabilei Y var =var(Y) = E(Y-E(Y))") |Impristierea
Deviatia standard a Un egantion | _ . .
observabilei Y s=s(Y)=4/var(Y) Dispersia
Estimatorul variantei Y| . .
’ VAR(Y)= ——— var 3
caracteristicii X ) 1Y |-1 var(Y) Imprastierea
O populatie Y
Estimatorul deviatiei standard a _ _ Y . .
caracteristicii X 5=5(Y) 1Y |-1 s(Y) Dispersia

Tabelul 19. Masuri statistice pentru caracterizarea variabilelor cantitative
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Un caz foarte frecvent in masuratorile repetate este cand valorile se distribuie 'normal' (vezi mai
jos distributia Gauss), si din acest punct de vedere, este esentiald caracterizarea departarii de la
normalitate (v. Statistici pentru caracterizarea departarii de normalitate a variabilelor cantitative).

Simbol i masurd Refera Expresie Marimi ce intervin
v1, Asimetria caracteristicii X 0 V1= W/
B2, Boltirea caracteristicii X opulatic Bo = /1y w = Ex(X), k>1
12, Excesul de boltire al caracteristicii X popuiat Y2 = B2-3
g1, Asimetria observabilei Y Un g = ms/my 2
b,, Boltirea observabilei Y esantion b= m4/m22 my = Ei(Y), k>1
2, Excesul de boltire al observabilei Y 2 =b-3
Jny(ng —1
Estimatorul asimetriei caracteristicii X G _ynv(ny =D M3/M, >
(ny —2) ny =Y|
: o 0 (ny —D(ny +1) 2 v = Dy
Estimatorul boltirii caracteristicii X populatie 2 (ny —2)(ny —3) J/My™ M ny -1 K(Y)
Estimatorul excesului de Gy=B,-3 (ny 1)’ k=l
boltire a caracteristicii X (ny —2)(ny =3)

Tabelul 20. Statistici pentru caracterizarea departarii de normalitate a variabilelor cantitative

Marime si notatie Valoare

Media mediei, p

py = u(m(Y)) = u(X)
o, =c*(m(Y)) =c*(X)/n,
u(s?) = ps*(Y)) = a*(X)(ny ~1)/n,

n, —1)? n, —1)(n, -3

o*() =t (52 (v)) = 00y - BT )

Ny Ny

Tabelul 21. Medii si variante ale mediei si variantei observabilei Y ce rezulta din distributia de
esantionare din populatia cu caracteristica X

. . . 2
Varianta mediei, o

Media variantei, p(s”)

Mzz(X)

. . . 2,2
Varianta variantei, 6°(s")

Marime si notatie Aproximare
Media mediei, py py =m(Y)
Varianta mediei, 0?2 0?2 =5°(Y) / (ny —1)
Media variantei, u(sz) n(s*) =s*(Y)
(ny =1 (ny —3)
Varianta variantei, oz(sz) o’ (s)) = —5— —m,(Y)— —— mzz (Y)
Ny ny(ny —1)

Tabelul 22. Valori aproximative pentru mediile i variantele mediei si variantei observabilei Y n
ipotezele teoremei limita centrale

Un alt caz foarte important de distributie este distributia de esantionare. Extragerea repetata de
esantioane (de volum dat) dintr-o populatie face ca valorile obtinute sa urmeze o distributie, numita
distributia de esantionare. Tabelul 21 prezintd rezultatele care se obtin pentru varianta marimilor
statistice prin extragerea repetata de esantioane dintr-o populatie.

Cand valorile parametrilor statistici ai populatiei nu sunt cunoscute, dar se poate face
presupunerea ca distributia populatiei se comporta suficient de bine ['*], acestia pot fi aproximati cu
ajutorul estimatorilor acestora (Tabelul 19). Formulele de calcul aproximativ ale mediei si variantei
pentru medie i varianta sunt redate in Tabelul 22.

Daca se pot asuma ipoteze cu privire la distributia caracteristicii X in populatie, atunci se pot
obtine formule de calcul pentru parametrii statistici (ai populatiei) si folosind relatiile din Tabelul 19
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estimatorii parametrilor statistici ai populatiei din masuratorile (statisticile) efectuate asupra

esantionului.

Legi de distributie si statistici ale acestora
Tabelele 23-41 dau expresiile unor marimi statistice (valabile pentru populatie) in timp ce
expresiile pentru estimatori se pot obtine din Tabelul 19.

Marime statistica

Expresie de calcul

Suport k € {a,a+1,..,b-1,b}
Minim; Maxim a; b
Functia de probabilitate 1/(b—a+1)

Functia de repartitie

(k]-a+1)/(b—a+1)

Media si mediana; varianta

(a+b)/2; (b—a+1)’-1)12

Asimetria; excesul de boltire

o _6((b—a+1)°+1)
©5((b—a+1)" 1)

Tabelul 23. Marimi statistice ale distributiei discrete uniforme

Marime statistica

Expresie de calcul

Suport

ke {0,1};pe(0,1)

Minim; Maxim 0;1

Functia de probabilitate (1-p), k=0 p, k=1
Functia de repartitie (1I-p), k € [0,1) 1,1<k
Media; varianta p; p(1-p)

Asimetria; excesul de boltire

0; (6p* ~6p+1)/(p(1-p))

Tabelul 24. Mérimi statistice ale distributiei discrete Bernoulli

Marime statistica

Expresie de calcul

Suport ke {0,...,n};p e (0,1)
Minim; Maxim O;n
n! k n—k
. . 1—
Functia de probabilitate Kin—K)! p (I-p)
\ n! i n-i
Functia de repartitie ; il(n—1)! p'(l1-p)
Media; varianta np; np(1-p)
N . B — . 1-6p(1-p)
Asimetria; excesul de boltire (1 2p)/ vop(1-p); “op(—p)

Tabelul 25. Méarimi statistice ale distributiei discrete binomiale

Marime statistica Expresie de calcul
Suport k=0,1,.;A>0
Minim; Maxim 0; o0
Functia de probabilitate e A / k!
k
Functia de repartitie e it
i=0
Media; varianta A A
Asimetria; excesul de boltire 1/ 5 1/

Tabelul 26. Marimi statistice ale distributiei discrete Poisson
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Marime statistica Expresie de calcul
Suport; Minim; Maxim X € [a,b];a;b
Functia de probabilitate 1/(b-a)
Functia de repartitie (x-a)/(b-a)
Media si mediana; varianta (at+b)/2; (b-a)’/12
Asimetria; excesul de boltire 0; -6/5

Tabelul 27. Marimi statistice ale distributiei continue uniforme

Marime statistica

Expresie de calcul

Suport

X € (-00,0); Xq € (-0020); 7 € (0.0)

Minim; Maxim

-00; 00

Functia de probabilitate; Functia de repartitie

1 1 X—X,
> ;;arctan » +
X —X
yn[1+( OJJ
Y

1
2

Mediana si moda

X0

Tabelul 28. Mérimi statistice ale distributiei continue Cauchy-Lorentz

Marime statistica

Expresie de calcul

Suport

X € (-0,0); v € (0,0)

Minim; Maxim

-00; 00

Functia de probabilitate

1—* V+1 v+l
N2 )

.’ (1 +i][2) , T(z) = Tt“etdt
g
2

Functia de repartitie

| vHl) o (-x /v)“ L (14 20)(v + 1+ 2i)
§+Xr( 2 )Z; [ 2(3+2i)

i=0

Media; mediana; moda; varianta

0(v>1);0;0; v/(v—2),v>2

Asimetria; excesul de boltire

0,v>3; 6/(v-4),v>4

Tabelul 29. Marimi statistice ale distributiei continue Student t

Marime statistica

Expresie de calcul

Suport

x € [0,0); dy,d> € (0,0)

Minim; Maxim

0;

Functia de probabilitate

1—‘((d1 +d, )/2) (dl )dl/z (d2 )d2/2 IR
r(d,/2)0(d,/2) (dx+d, )% )"

,T(2)= j tledt
0

Functia de repartitie

dx d, d

2J / 1]3(1 dz dzj IB(z,a,b):.:[tal(l—t)bldt

Media; moda

I 2 b
(d1x+d2 2 2
-2),d>2;d,(d, -2)/d,(d, +2),d; >2

Varianta; asimetria

d,/(d,
4. 2di+d, ~2)./3(d, —4)

2d,*(d, +d, —2)
d,(d, 2%, -4)" (d ~6),/d,(d, +d, -2)

Excesul de boltire

3d,” +(5d, —8)d,” +(5d,” —32d, +20)d, —22d,> +44d, - 16

9d2>

d,(d,

-6)(d,

-8)(d, +d,

~2)/12

8

Tabelul 30. Marimi statistice ale distributiei continue Fisher-Snedecor F
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Marime statistica

Expresie de calcul

Suport

X € [0,00); d € (0,0)

Minim; Maxim

0; o0

Functia de probabilitate

(1/2)"°x¥*e2 /1(d/2), T'(z) = Tt“etdt

Functia de repartitie

x/2

j £ e dt /r(d/z)

Media; mediana; moda; varianta

d;=d-2/3;d-2,d>2;2d

asimetria; excesul de boltire

8/d; 12/d

Tabelul 31. Mirimi statistice ale distributiei continue y~

Marime statistica

Expresie de calcul

Suport

x € [0,00); A € (0,00)

Minim; Maxim; Functia de probabilitate; Functia de repartitie

0;00; e ™ ; 1-e™

Media; mediana; moda; varianta; asimetria; excesul de boltire

/%5 In(2)/%;0; 1/A°;2; 6

Tabelul 32. Marimi statistice ale distributiei continue exponentiale

Marime statistica

Expresie de calcul

Suport

x € [0,00); A, k € (0,00)

Minim; Maxim

0; ©

Functia de probabilitate;
functia de repartitie

Jox Ko () /Xk : 1— e (/)

Media; mediana; moda

n=ar(1+1/k); A(In@))™; Mk -1)/k)"™, k> 1

Varianta; asimetria

o> =NT(1+2/k)-pu?; y, = (F(l+3/k)7»3 -3uc’ -’ )/63

Excesul de boltire

Y, = (X‘F(l +4/k)—4y,c°u—6p’c” —p' )/64

Tabelul 33. Marimi statistice ale distributiei continue Weibull

Marime statistica

Expresie de calcul

Suport

X € [0,00); € (-0,%); 6 € (0,%0)

Minim; Maxim

0; ©

Functia de probabilitate

e_(ln(;‘)’zu)2 /(XG 2n)

1+erf((l - 2 t o
Functia de repartitie = (( n(x; M)/ (G\/_)); erf(z) =2 I e ' dt / Jr
0
Media; mediana; moda; varianta e“+°2/2- e"; eho’ ; (e"2 —1)e2“+"2

Asimetria; excesul de boltire

(e +2)We” —1; ' +2e* +3¢’ -6

Tabelul 34. Marimi statistice ale distributiei continue Log-normale

Marime statistica Expresie de calcul
Suport b € (0,0); Y, X € (-0,0)
Minim; Maxim -00; 00
Functia de probabilitate e MHP / 2b
Functia de repartitie e /2 x<u 1—e ™ WP/2 u<x
Media; mediana; moda; varianta TR TR TR 2b”
Asimetria; excesul de boltire 0;3

Tabelul 35. Marimi statistice ale distributiei continue Laplace (dublu exponentiald)
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Marime statistica

Expresie de calcul

Suport

1, B,y € (0,0); X € (1,0)

Minim; Maxim

Functia de probabilitate

SN f=aal)

Functia de probabilitate standard

—t2/2

\/X—u
p
2y(x—p)
Vx +41/x e
mN"’l((&‘*/”_")/Y)a No,l(z)—_jw o

Functia de repartitie standard

Ny, ((\/; - M)/y)

Media; varianta (standard)

1+y2/2; yw/1+5y2/4

Tabelul 36. Marimi statistice ale distributiei continue Birnbaum-Saunders (a vietii obosite)

Marime statistica

Expresie de calcul

Suport

k, 0 € (0,00); x € [0,00)

Minim; Maxim

0;

Functia de probabilitate

x* e /T (k) , T'(z) = j e dt

Functia de repartitie

0
x/0 )
jtk‘le“dt / I t*Te~'dt
0 0

Media; moda; varianta

k0; (k-1)0, k> 1; k6’

Asimetria; excesul de boltire

2/3k ; 6/k

Tabelul 37. Marimi statistice ale distributiei continue Gamma

Marime statistica

Expresie de calcul

Suport

B € (0,0); u, X € (-00,00)

Minim; Maxim

-00; 00

Functia de probabilitate

exp(—exp(— (x —)/B)/B)exp(— (x —w)/B)/B

Functia de repartitie

exp(—exp(— (x—p)/B))

Media; mediana; moda; varianta

wtBy; p-in(in(2)); p; n°B/6

Asimetria; excesul de boltire

=1.14;12/5

12+/6¢(3)

T

Tabelul 38. Marimi statistice ale distributiei continue Gumbel (log-Weibull)

Marime statistica

Expresie de calcul

Suport

Minim; Maxim

0, B € (0,0); x €[0,1]
0;1

Functia de probabilitate

x“(1-x)"" /IB(1,0,B) ; IB(2,a,b) = jta-l (1-1)*"dt

Functia de repartitie

IB(x,a,B)/IB(1,a,B)

Media; moda; varianta

o : o—1 B>l 20([3
a+p a+p-2 (a+B) (a+p+1)

Asimetria; excesul de boltire

2B-oa+B+1 o —(2B—1)a’ —2apB+2)+(B+1)p>

(a+B+2)Jop af(o+B+2)(a+B+3)/6

Tabelul 39. Méarimi statistice ale distributiei continue Beta
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Marime statistica Expresie de calcul
Suport 6 € (0 1, x € (-0.0)
Minim; Maxim -00; 00
Functia de probabilitate exp(— ((x -w/ cs)2 / 2)/ (cs 2n)
Functia de repartitie (1 +erf ((X - u)/ (c\/z )))/ 2; erf(z)= 2.[ e dt / Jr
0
Media; moda; varianta W 1
Asimetria; excesul de boltire 0;0

Tabelul 40. Marimi statistice ale distributiei continue Gauss (normale)

Marime | Populatie (finitd) de volum nx| Esantion de volum ny Estimator
Media | = 64’ = o'/nx Hy=m; oy =s/ny m; s”/(ny-1)
&

(nx-1)6*/nx (ny-1)s"/ny (ny -Dm, (ny - 3)m,’

Varianta| (0, =D* __(,=Du,” |, -D*  (@,-Dm | S ny(ny =D
’ e - N (ng—3)" ny'm, - n(ny—3)" |- 26*(ny —1) ~ 2s*
nY2 n, —1

Vary, 6n, (ny —1) 6n,(n, —1) 042‘Var(g1)

(ny —2)(ny +1)(ny +3) (ny —2)(ny +1)(ny +3) |cs4- Vezi Tabelul 29
Vary, 24ny (ny —1)’(ny =3)"' 24n,(ny —1)*(ny =3)" |2 var(g)

(ny ~2)(n, +3)(ny +5) | (ny ~2)(ny +3)(ny +5) |cs- Vezi Tabelul 29
Tabelul 41. Alte marimi statistice ale distributiei continue Gauss (normale)

Agrementul intre observatie si model: statistici

Fie Y = (Y4, ..., Yn) 51 X = (X, ..., Xy) serie de observatii pereche si obiectivul sa fie gasirea
unei functii f (x, ay, ..., am), pentru care Y = f(X) este cea mai bun solutie posibili a aproximare Y ~ Y.
Atingerea acestui obiectiv presupune gasirea expresiei functiei f si a valorilor parametrilor ay, ..., am.
Sub ipoteza de acord intre observatie si model, expresia functiei f se presupune a fi cunoscuta (sau cel
putin ar trebui, atunci cand se desfasoara o cautare dupd un anumit set de expresii alternative).

Astfel, a ramas obtinerea valorilor parametrilor aj, ..., an. Pentru a avea o solutie unica pentru
valorile parametrilor ay, ..., am, cel putin se cere ca m < n sa fie asigurata. O serie de alternative sunt
disponibile pentru aproximarea Y ~ f (X), iar cele considerate cele mai importante sunt exemplificate in
continuare.

Minimizarea erorii de acord (minimizarea dezacordului)

In aceasta ipoteza o serie de alternative sunt disponibile (ecuatia de mai jos, cu diferite

alegeri pentru p si q):

S(.q) = | Y, —f(X)[/f%(X;)=min.,q=0, 1, "/, p

i=1

In cazul in care seria Y reprezinti frecventa (nenuld) a observatiilor distincte X, atunci
f(x) ar trebui sa fie o functie pozitiva de asemenea, s1 modul numaratorului nu mai este necesar.

Distributia Gauss ['°] a valorilor termenilor sumei sunt traduse in p = 2, si distributia
Laplace [*] apare cand p = 1 (vezi si ). Functia densitate de probabilitate (PDF) a unor
reprezentanti ai familiei care contine distributiile Gauss si Laplace standard (u =0 si 6 = 1), sunt
exemplificate in fig. 11. Minimizarea erorii de acord pentru valori p diferite ofera solutii diferite
pentru parametrii, $i cum se poate observa in figura 1, sunt asociate cu diferite forme de eroare.
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GL(0;0.5) = /15/2 = 2.739

GL(0;1.0) = /1/2 = 0.707
GL(0;2.0) =1/+/2m = 0.399
GL(0;3.0) =...= 0.342
GL(0;4.0) =T2(3/4)-2"* - n7¥* = 0.321

GL(x:p) =P G/p) X

F(3/ P) 2 I
Fig.11. Distributia Gauss-Laplace

Doua cazuri particulare sunt de obicei utilizate pentru a estima parametrii necunoscuti ai
unei distributie atunci cand p = 2 (vezi [*] si [*']). Abordarea cea mai generala de obtinere a
parametrilor de distributie este de a ghici valorile sau sa aplice o procedura care reduce in fiecare
etapa cantitatea datd de ecuatia (1) pand cand cantitatea redusd este mult mai mica decét cea
ramasa.

Utilizarea momentelor

Sub ipoteza ca Y~f(X) ar trebui sa fie chiar mai precisa (a doua ipoteza fiind caracterul
aleatoriu al erorii, cu o medie de zero) si aproximarea XY ~EXf(x;) este folosita pentru k >
0. Metoda momentelor da greutate maxima la primele momente, astfel, o solutie a;, ... , ap a
Y~f(X) poate proveni direct din ecuatia YXFY=ZX{“f(x;). Modul cel mai convenabil pentru
cazul general este repetarea cautarii parametrilor a;, ... , a, incepand de la anumite valori
initiale):

Zn:XikYi ~ Zn:Xikf(Xi) ,k=0,1, ...
=l i

Utilizarea momentelor centrale
Se intareste aproximarea XX;Y; ~ XX;f(X) si E(Yi-?)k ~ Z(Xi-i)k-f(Xi) pentru k>2. Metoda
momentelor dd greutate maxima primelor momente centrale, deci o solutie ay, ... , an a Y~f(X)
poate proveni din ecuatia:

i“xiyi ~ iXif(Xi) and i(Yi ~Y)* ~ i“(xi -X)*f(X,),k=2,3 ...
i=1 i=1 i=1 i=1

Folosind statisticile referitoare la populatie
O usoara modificare a metodei anterioare poate beneficia de disponibilitatea expresiei
pentru media, deviatia standard, asimetria si excesul asimetriei populatiei in functie de parametrii
distributiei pentru un numar mare de distributii bine cunoscute.

Estimare pe baza sansei maxime
Principiul sansei maxime este ca o estimare rezonabila pentru un parametru este cea care
maximizeaza probabilitatea (P in ecuatia de mai jos) de observare a datelor experimentale [**],
iar setul mai probabil al parametrilor ay, ... , a, va face P maxim (si implicit MLE este maxim).

MLE = log,(P) = ilogz(f (X))

i=1

Statistica Benford
Testul Benford foloseste distributia Z (normald) pentru a verifica ipoteza cad un sir de numere
urmeaza distributia Benford, frecventele dupa care se distribuie o anume cifra a fiecarui numar din sir.
Un sir de numere urmeaza distributia Benford daca probabilitatea de distributie a unei cifre (d;)
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a numerelor (d=dod; . ..) reprezentate in baza de numeratie b (uzual baza 10) urmeaza legea (Benford):

p(dy) = logb(l +dLJ ,do=1..(b-1);
p(d,) = Zlog{l+k bl : j d; =0..(b-1)

1
lo (> =0.(b-1
T gb( 'b2+k-b+dJ 2= 00D

Fig.12. Statistica Benford

Ipoteza acestei legi de distributie este cd valorile masurdtorilor rezultate din observatie sunt
frecvent distribuite logaritmic si astfel logaritmul setului de masuratori este distribuit uniform. Legea de
distributie este numitd dupa fizicianul Frank BENFORD care a formulat-o intuitiv in 1938 [*], dar
demonstratia acesteia a fost datd mult mai tarziu [*°].

Acest rezultat intuitiv de numarare a aparitiilor a fost gasit aplicAndu-se la o mare varietate de
seturi de date incluzand facturile la electricitate, adresele de strazi, preturile actiunilor, numerele
populatiei, ratele de deces, lungimile raurilor, constante fizice i matematice si procesele descrise de
legi putere (care sunt foarte comune in naturd). Este foarte important de stiut ca rezultatul (odata
observat intr-o bazd de numeratie) are loc independent de baza de numeratie in care se exprima
numerele, chiar daca proportiile de reprezentare se schimba. De aici, acest rezultat poate fi folosit
pentru a verifica datele in suspiciunea de alterare (mistificare) a acestora prin compararea
[frecventelor teoretice cu cele observate pentru prima cifrd a acestora.

Statistica Jarque-Bera
Testul Jarque-Bera [*',**] calculeazi si atribuie probabilitatea statistic ca valorile unui esantion
ce provine din populatie normal distribuitd sa isi abatd simultan asimetria si excesul de boltire de la
valorile teoretice corespunzatoare distributiei normale.
Statistica Jarque-Bera se calculeaza cu relatia:

g12 + g22 /4
6
in care g; este asimetria, g, este excesul de boltire si n este volumul esantionului.
Statistica JB are o distributie asimptotici citre y*(df=2).

JB=n

g1, Asimetria observabilei Y g =my/my

by, Boltirea observabilei Y [Un  [by=mymy’ | _ o ). ko1
2, Excesul de boltire al esantion —b.3 k™ B
observabilei Y £=h

Statistica Kolmogorov-Smirnoy

Testul Kolmogorov-Smirnov [**] poate fi folosit pentru verificarea ipotezei ca un esantion de
date urmeaza o anumita lege de distributie (redat in continuare), precum si pentru compararea legilor de
distributie ale populatiilor din care provin doui esantioane [*°].

Statistica Kolmogorov-Smirnov verificd daca observatiile independente X=(Xj)i<i<n provin
dintr-o populatie ce urmeaza legea de distributie datd de functia cumulativa de probabilitate F(x) prin
calcularea maximumului diferentei absolute Intre Fy(x) si functia cumulativa de probabilitate observata
Fo(x) in toate punctele observatiei:

D = max (K-S Stat)

1<i<n

F.(X))~E (X))
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Distributia Kolmogorov
Legea de distributie Kolmogorov se obtine pentru variabila aleatoare K data de:

B(t)

K = max
0<t<1

2

unde B este puntea Browniana conditionatd de:
B(0)=B(1)=0
M(B())=0
Var(B(t)) =t(t-1)

(K-S Dist)

\/ﬂ ie—(Zi—l)znz/sz
X

i=1

P(K<x)=1-2> (-])"e?™ =
i=1

Testul Kolmogorov-Smirnov

Ipoteza testului este ca urmatoarea convergenta are loc 1n distributie:

Dvn — sup|B(F(1)
]

n—=% 10,1

Ipoteza se respinge la nivelul de semnificatie daca: (K-S Test)

D+v/n >K_,unde Ky P(K <K, )=1-a

Pentru compararea a doud distributii observate:
Fol (Xl) - F02 (Xl )|

D= max

I<i<max(n,m)

Ipoteza se respinge la nivelul de semnificatie daca: (K-S Test)

mn

D >K

o

m+n

Statistica Anderson-Darling
Testul Anderson-Darling [*'] verifici daci este o evidentd statisticd ca un esantion sd nu
provind dintr-o functie de probabilitate data.
Statistica Anderson verificd dacd asupra observatiilor distincte ordonate crescator (X;)i<i<n,
Xi<Xi; se poate respinge ipoteza cd provin dintr-o distributie datd de functia cumulativd de
probabilitate F calculand valoarea A data de relatia:

A% == 2 arey) + na- ey, )
k=1 1

O aplicatie de interes insa o reprezinta testul Anderson-Darling pentru mai multe esantioane
asupra cdrora se poate verifica provenienta din aceeasi populatie, caz in care legea de distributie a
populatiei nu mai trebuie sd fie specificata [*2,%]. Formulele de calcul si interpretarea testului pentru
compararea de esantioane se gasesc la adresa [*.

In cazul comparatiei unei legi de distributie discrete cunoscute cu legea de distributie observata
in esantion varianta statisticii A? se calculeazi cu formula ([35], n - numarul de observatii din esantion,

1=3.1415926535897932384626434...):
2 2
2(n”-9) N 10-m
3 n

In cazul verificarii ipotezei de normalitate, este posibil si se aproximeze probabilitatea de
observatie asociata valorii statisticii A> [*°]. Se aplica corectia de volum al esantionului:

A% = A*(1+0.75/n+2.25/n%)
1—exp(~13.436+101.14-x-223.73-x%), x<0.2
1—exp(-8.318+42.796-x —59.938-x7),  0.2<x<0.34

Var(A*) =

exp(0.9177-4.279-x ~1.38-x),
expl(1.2937-5.709-x +0.0186-x° )

0.34<x<0.6
x<0.6
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Statistica Pearson-Fisher Chi Square
Experimentul variangelor ce conduce la distribufia y’
Distributia * a fost descoperitd de Karl PEARSON [*’] in urma incercirii de a explica varianta
observata a numerelor care provin din distributia normala.
Astfel, daca se considerd distributia normala standard N(0,1) si variabila intamplatoare X ce
urmeaza aceastd distributie (Figura 13), probabilitatea (dp) de a extrage valorile -x si x din N(0,1) sunt
ambele egale si egale cu diferentiala functiei de densitate de probabilitate a distributiei normale

(PDF N(O,l))-
1
(1)
(PPDF(Xa 1 )
Orpr(X,2)

x 0 X 0 x° @ppr(X,3) &

Figura 13. Functiile de densitate de probabilitate (PDFs) pentru N(0,1), (1) si p(k)

PDE,,,(x) = ﬁexp(—%] (1)

Distributia normala standard are media 0; astfel, pentru a exprima probabilitatea de observatie
pentru deviatia x” trebuie adunate dou probabilitati (pentru -x si x) date de relatia (1):

2 x’
dp(x*)=2- dPDF, ,(x) = E exp(— ?]dx 2)

N(0,1)

Pentru a reconstitui PDF pentru x” trebuie sd efectuim o schimbare de variabild x* = t; atunci x
=t si:

2 t 2 t) 1
dp(t) = s exp(— Ejdft - Eexp(— EJz—\/?dt 3)

Este usor de verificat ca (3) este un caz particular al lui (4) cand k= 1:

1 t
e (t,k) = ———t** " ex (——j 4
x o (t, k) 7 T(k/2) P 3 “4)

Procedura descrisd mai sus corespunde pentru distributia Chi Square cu un grad de libertate
(extragerea lui X din distributia normald). Daca sunt extrase mai multe valori (k valori) din distributia
normala atunci se obtine distributia Chi Square cu k grade de libertate, si demonstratia ca ecuatia (4)
este adevarata poate fi gasita in [3é].

Calea directd de la distributia normala la distributia v* nu este reversibild (Figura 13); astfel,
definind variabila ¢ ca 1n relatia (5) - ce reprezintd o expresie modificata a coeficientului de asociere
definit de LIEBETRAU [*]:

XZ

P=0(X",k)= o (5)

obtinerea distributiei lui ¢ se poate obtine pe o cale similara cu cea descrisa mai sus; notand u=¢ 1n (5)
si substituind t = X* = ku” in (4) se obtine (du” = 2u-du):

1 ku®
dy’(ku®, k)= ———(ku®)*"* " exp| ——— |d(ku? 6
% ( ) 2“/21“(1(/2)( ) 2 (ku”) (6)
Dupa rearanjarea termenilor:
2t (k)2 u’
d u, k)= — exp| — du 7
Pppr (0, k) F(k/Z)(Z) p 2k (7)

Pornind de la densitatea de probabilitate (PDF) a distributiei Gamma:
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ca—l

c
I«(x;a,b,c) =———expl—(x/b)° 8
o (X52,0,0) = S p(-(x/b)*) ®)
este usor de verificat ca:
k |2
(PPDF(Xak):FPDF(X:Es Eaz) 9

: AR / X? : .
Relatia (9) demonstreaza ca distributia lui ey este un caz particular al distributiei Gamma
(Figura 13).

Testul Y ca misurd a independentei, omogenitatii i asocierii in distributie

Distributia y° are 3 aplicatii imediate:

+ Testul Chi Square pentru verificarea independentei
o testeaza asocierea intre doua variabile cu valori grupate pe categorii;
o se poate aplica daca au loc doud conditii:
= nici una din valorile asteptate nu este mai mica decat 1;
* nu mai mult de 20% din valorile asteptate nu sunt mai mici de 5;

o 1ipotezele de lucru sunt: nu existd nici o asociere intre cele doud variabile (ipoteza nuld) si
este o asociere intre cele doud variabile (ipoteza contrard);

o Cand statistica Chi Square (X°) este mai mare deci valoarea functiei cumulative de
probabilitate a distributiei Chi Square (y°) pentru numarul de grade de libaertate egal cu
numarul de cazuri minus unu si pentru riscul de a fi in eroare (nivelul de semnificatie) ales,
atunci exista o diferentd semnificativa de la ipoteza lipsei de asociere si cele doud variabile
sunt asociate;

+ Testul Chi Square pentru verificarea omogenitatii

o testeazd dacd mai multe populatii sunt similare (sau omogene sau egale) in anumite
caracteristici (acele caracteristici care sunt incluse in testare);

o ipotezele de lucru sunt: populatiile sunt similare (sau omogene sau egale) in caracteristica
supusa observatiei (ipoteza nuld) si populatille sunt diferite In caracteristica (ipoteza
contrard);

o uzual caracteristica supusa observatiei este un moment central (ex. valoare medie,
variantd);

+ Testul Chi Square pentru verificarea asocierii 1n distributie

o testeazd dacd un model teoretic poate fi asociat observatiilor;

o ipotezele de lucru sunt: datele observate urmeaza distributia datd de modelul teoretic
(ipoteza nuld) si datele observate nu provin dintr-o populatie ce urmeaza modelul teoretic
(ipoteza contrard);

Probleme frecvente in aplicarea testului )(2 ca mdsura a asocierii in distributie

Testul *, propus ca misurd a departirii intimplitoare intre observatie si modelul teoretic de
Karl PEARSON [*'] a fost corectat in interpretare de Ronald FISHER prin reducerea numérului de
grade de libertate corespunzdtor cu o unitate (datoritd estimarii frecventei teoretice din frecventa
observatd, [**]), si cu numérul parametrilor necunoscuti ai distributiei teoretice estimati din observatii
din masuri ale tendintei centrale I*'.

Testarea agrementului intre observatie si ipoteza se realizeaza prin divizarea observatiilor intr-
un numdr definit de intervale (1), pentru care se calculeazi expresia X° (unde s este numirul de
parametrii ai distributiei teoretice estimati din momente centrale, O; este frecventa experimentala
observatd in clasa de frecventa i, E; este frecventa asteptatd calculata din legea de distributie teoretica
pentru clasa de frecventd i, X° este valoarea statisticii chi square iar y* este valoarea parametrului
statistic chi square din distributia cu acelasi nume):
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X2=i%zf(n—s—l) (10)

Pe baza distributiei teoretice ¥ se calculeazi probabilitatea de respingere a ipotezei de
agrement. Uzual ipoteza de agrement este acceptatd dacd probabilitatea de respingere a ipotezei de
agrement (x’cpp(X",n-s-1)) este mai mica de 5%.

in ciuda faptului ca testul x* este cea mai cunoscuti statisticd pentru verificarea agrementului
intre observatie si ipotezd, testarea independentei si a omogenitatii, definirea cadrului de aplicare al
acesteia este dintre cele mai complexe [*].

O serie de probleme la compararea unei distributii observate cu o distributie teoreticd apar in
calcularea statisticii X” si in aplicarea testului .

O prima problema este alegerea numarului de clase de frecventa si existd mai multe solutii,
dintre care doud sunt:

+ calcularea prin rotunjire a numarului de clase de frecventa din entropia Hartley [**] a observatiei vs.
expectatie: log,(2N), unde N este numirul de observatii (EasyFit [**] foloseste aceasta proceduri);

+ calcularea numdrului de clase de frecventd odata cu largimea clasei folosind histograma ca
estimator al densitatii [*'] si alegerea pe baza acesteia a criteriului optimal pentru lirgimea clasei
(Dataplot [**] genereazd automat clasele de frecventd folosind aceastd regula: lirgimea clasei de
frecventd este 0.3-s unde s este deviatia standard a esantionului; limitele inferioara si superioara
sunt date de medie £6-s si clasele de frecventa observatd 0 marginale sunt omise;

O a doua problema este largimea claselor de frecventd; si aici exista cel putin doud abordari:

+ Datele pot fi grupate in clase de frecventa de probabilitate (teoretica sau observata) egald;
+ Datele pot fi grupate in intervale de largime egala;

Prima abordare (probabilitatea egald) este mai frecvent adoptata deoarece este o solutie mai
buna pentru observatii foarte grupate.

O alta problema este numarul de observatii din interiorul fiecarei clase de frecventa. Fiecare
clasa de frecventa trebuie sa contind cel putin 5 observatii, astfel Incat in practica clase de frecventa
alaturate se reunesc pentru a satisface aceasta impunere.

Masuri ale tendintei centrale
Fie X un sir de n valori X, X», ..., X,. Pentru calculul valorii medii, urmatorii indicatori
sunt cei mai folositi:
Media Aritmetica, AM(X), data de:

>X,
AM(X) = =
n

+ Media Geometrica, GM(X), obtinuta din expresia (de notat cd pentru n par, expresia pentru
GM poate fi nedeterminata, cand produsul ITX; este negativ):

GM(X) =1 ]i[xi =, exp(AM(In(X)

i=l1

+ Media Armonica, HM(X), data de:
HM(X) =

=1/ AM(1/X)

n

+ Valoarea mediand, m(X), este numarul (n a.i. X; este sir ordonat):
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(X L X j/Z, pt. n par
m(X) — “(5) TE(EH)

X ., Dpt. n impar
(—-)
2

Valorile la moda sunt numerele date de:
X= {Xi | f; =sup{f;,1 < j<n}, f, frecventa aparitiei lui Xj}
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Binary and multinomial variables analysis: binomial confidence intervals

The origins of the mathematical study of natural phenomena are found in the fundamental
work [*7] of Isaac Newton [1643-1727].

Even if first studies about binomial expressions were made by Euclid [*], the
mathematical basis of the binomial distribution study was put by Jacob Bernoulli [1654-1705],
of which studies of especially significance for the theory of probabilities [**] was published 8
years later after his death by his nephew, Nicolaus Bernoulli. In Doctrinam de Permutationibus
& Combinationibus section of this fundamental work he demonstrates the Newton binomial
series expansion. Later, Abraham De Moivre [1667-1754] put the basis of approximated calculus
for, using the normal distribution for binomial distribution approximation [*"]. Later, Johann Carl
Friedrich Gauss [1777-1855] with work [*'] put the basis of mathematical statistics. Abraham
Wald [1902-1950, born in Cluj] do his contributions on binomial confidence intervals
approximation, elaborated and published the confidence interval that carry his name now [**].

Nowadays, the most prolific researcher on confidence intervals domain is Allan Agresti,
which it was named the Statistician of the Year for 2003 by American Statistical Association,

and at the prize ceremony (October 14, 2003) it spoken about Binomial Confidence Intervals
[53,34 55 567

9 9 9

Binary observations always generate binomial distribution. A broad range of experiments
are subject of binomials. Thus, law of binomial distribution are proved at heterometric bands of
tetrameric enzyme in [*'], the stoichiometry of the donor and acceptor chromophores implied in
enzymatic ligand/receptor interactions in [*°], translocation and exfoliation of type I restriction
endonucleases in [*°], biotinidase activity on neonatal thyroid hormone stimulator in [%°], the
parasite induced mortality at fish in [®'], the occupancy/activity for proteins at multiple
nonspecific sites containing replication in [**].

Finally, let us to give a reference to a very good essay about the frame of binomial
distribution model applied to the natural phenomena [*].

(binomial design and model)

Let us give now a close look at the binomial experiment (see Binomial experiment). In a
binary experiment, two values may come from observation, and may be encoded as 0 and 1 in
the informational space (let's say if the coin goes to the left, then is recorded O or it goes to the
right, and then is recorded 1. In a binomial experiment, we count the number of 0's and 1's from
a series of n repetitions of binary experiments (let's say from n fallen coins in our Binomial
experiment).

If from the total time ¢ of running the experiment, wind has t; time the direction from left
to right and t, the direction from right to left, the expectance is to found about 100-t;/(t;+t2)%
coins in the right basket and 100-t,/(t;+t2)% coins in the left basket, but the truth is that we will
see a such proportion only if we will spend enough time counting the coins. Going further, we
may want to estimate the wind direction ratio from counting the coins, but then what level of
confidence we have for our outcome?

~.

>

Binomial experiment

MH

1

|
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The previous experiment is a construction meant to estimate a ratio between two real
variables (times of wind having a certain direction) in which the estimation is given from a
repeated binary experiment. As longer time we will spend on counting fallen coins as better
accuracy will have on estimating times ratio. This experiment proofs that is no difference in the
quality of the measurement encoded by binary values than the measurement encoded by the real
values (e.g. any real number can be encoded as a succession of 0's and 1's as in our experiment.
More than that, counting the coins can be even more accurate than any other instrument if the
time goes to infinity.

Binomial distribution

Coins |In the right basket |In the left basket  |Explanation from observation of the right
fallen |(probability) (probability) basket
1 0 (p) 1 (p) 0=0
1 (1-p) 0 (1-p) 1=1
2 0 (pY) 2 (p) 0=0+0
1 (p-(1-p)-2) 1 (p-(1-p)-2) 1=0+1=1+0
2 ((1-p)) 0 ((1-p)’) 2=1+1
n 0(p" n (p") 0=0+0+..+0
1" (1-p)rm) [n-1@""(A-pym) [1=1+0+...4+0=...=0+...+0+1
k n-k ?
n-1 (p(I-p™"m) [1(pUp ™ @) |-1=0+1+...+1=...=1+..+1+0
n ((1-p)") 0 ((1-p)") n=1+1+...+1

?: The probability of falling k from n comes from the Newton's binomial expansion (and may be
verified by induction):

n

prp) =3 pt -

Let's go back to the binomial experiment. The probability to see a certain number of
coins in the right basket are related with wind speed ratio (or true proportion in the population)
and the total number of fallen coins (see Binomial distribution).

According to [*] in general if p is a population parameter, T, a sufficient statistic in
estimating p, and T is any other statistic, the sampling distribution of simultaneous values of T,
and T, must be such that for any given value of T}, the distribution of T, does not involve p (if
f(p,T1,T2)dT,dT, - probability that T, and T, to fall in ranges dT; and dT, - it separates as
follows: f(p,Tl,Tz) fl(p T]) fz(Tl,Tz)

The probability of drawmg( in order ¢ any partlcular sample xl,()lgz, I.)).n )

p"(l=p) " -p=(1-p) "(I-p)

This quantity can be divided in two factors:

Xp (of 0's and I's) is:

n-Xx; __ n—-Xx;

n! p™ (1= p) (Ex)!(n—X2x))!

(Zx)!(n—2x,)! n!

of which the first represent the probability that the actual total 2x; should have been scored, and
the second the probability, given this total, that the partition of it among the n observations
should be actually observed. In the latter factor, p, the parameter sought, does not appear. Now
when the mean Xx; is known, any further information which the sample has to give depends on
the observed partition (Zxi/(n-Xx;)), but the probability of any particular distribution is wholly
independent of the value of p.

The parameter p can be estimated from the mean of the observed sample by using the
Maximum Likelihood Estimation (MLE) method [**]:

p™ (1-p)
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|
n! pri (1 _ p)n—in — max. then aMLE _ 6MLE _ 0
(=x,)!(n —=x,)! op on

The parameters n and p are independent, and then from OMLE/0p = 0 it results:
!
iln i +iln(pz"‘ )+iln((1 ) ) 0
o \Ex)!(n-2x)!) Jp op
This previous equation gives a relationship between estimators under assumption of the
maximum likelihood:

MLE = ln[

XX, n-—2X,

p 1-p
Solution of the second derivative (OMLE/On = 0) has no analytical close form and can be
computed only numerically [®]. Thus, if we assume that we draw always 7 objects, then T = Zx;
is a sufficient statistics.
More, if we obtain an estimate of p,p, from p-n=2x,, then (as long is the solution of

MLE) then:

v = D2LE]| ~(Z i) (B b e
op p> (1-p)’ Lp? (d-p) n

Confidence for a binomial proportion is relatively simple to be expressed as long as we
enumerate entire probability space of the binomial distribution.

A variable (Y) confined to the whole domain of values (from O to n) is binomial
distributed if the probability of its taking any particular value j is:

Py(Y=))=

L =0, from which p-n=2Zx,

n-j
i _)m(lp)

When we already conducted a previous experiment in which we seen i objects on the
right from m objects in total, then we can use i/m as an estimate for p and the probability of Y

taking j values on the right become:

Fa(Y =hn,1/m) = '(nn' J)'( i Ml_i]

(binomial confidence intervals)
In order to collect the probabilities given by the previous relation and to express a 95%
(or other threshold) confidence interval we must solve a combinatorial problem since Pg(j)
function is not monotone nor continuous (see Pg(j,n, 7/10) binomial probability table).
Py(i,n,7/10) binomial probabilit

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ps(j)]5.9:10°[1.4-10%1.4:10°[9.0-107[3.7-10[1.0-10"[2.0-10"[2.6-107"[2.3-10"[1.2-10°"[2.8- 10~
0C 1 2 3 4 6 7 9 11 10 8 5
z,q)c5910'61410'41610'31110'27610'21810'1510'l 1.0-10°[7.3-107/3.0:-10"[3.9-10~
i 0 1 2 3 4 6 7 8 9 10
cx:ommbydmmmGMmummdymhmmo9“CKHO7AQ) [4,9]; Err([4.,9]) = 3.9% (<5%)

It is a fact that we cannot express a mathematical formula indicating how many numbers
from left and how many from right (see Pg(j,n,7/10) binomial probability table) should be
excluded in general when we express a confidence interval from a binomial experiment. For this
reason usually expressed confidence intervals uses approximating formulas. Following table (see
Binomial and Binomial-like confidence intervals***) lists the most known of'it.

Binomial and Binomial-like confidence intervals***
Group Name Method Acronym* Refs
Normality Wald Classic Wald N 1071, [, [*]

40



Group Name Method Acronym* Refs
approximation Continuity corrected Wald C [7]
Classic AC N ]
Agresti-Coull Continuity corrected A C C "]
Continuity corrected AC D -k
Wilson Classic Wilson N [Z;]
Continuity corrected Wilson C "]
Classic ArcS N [™]
Harmonic ) Continuity corrected ArcS C [70]
) ) ArcSine — =0
approximation Continuity corrected ArcS D [™]
Continuity corrected ArcS E -
Log-normality Logit Classic Logit N [”]
approximation £ Continuity corrected Logit C [™]
Bayes (Fisher) Classic BetaCl1 []
Clopper-Pearson Classic BetaCO01 1,17
Jeffreys Classic BetaCJO [
Binomial BetaC00 Continuity corrected BetaC00 -
approximation BetaC10 Continuity corrected BetaC10 -
BetaCJ1 Continuity corrected BetaCJ1 -
BetaCJ2 Continuity corrected BetaCJ2 -
BetaCJA Continuity corrected BetaCJA -
Obtained |Blyth-Still-Cassella| Probabilistic optimization | B S C [”1, %]
from OptiBin Numerical optimization | OptiBin [*]
optimization ComB Combinatorial enumeration| ComB 1, [*]

* According to http://l.academicdirect.org/Statistics/confidence_intervals/;

** New corrections
** English translation of Table 1 p. 42 from [

84]

(contingency of binomials)
A more complex problem occurs when expressions containing proportions requires
confidence intervals. This is the common case when ratios or differences of proportions express
a relative or absolute measure of comparison between two populations, or two treatments on
populations. This sort of expressions is often used in medical and biological studies [**].
The general shape of a study involving two binomial proportions is given by a 2X2
contingency table (see 2X2 contingency):

2X2 contingenc

4

Experiment 1\2|Left

Right

Up a

b

Down C d

Depending on the type of the experiment, a list of six binomial expressions involving two
binomial variables may comprise the currently reported in the literature [*] (see Expressions

involving two binomials) - where the place of X and Y in the contingency table may vary (for

example one arrangement is when X = a, m = a+b, Y = ¢, n = ¢+d and other one is when X = a,
m = at+c, Y =b, n=Db+d).

Expressions involving two binomials

Function 3 4 f5 16 f7 8
B | X(n-Y) 1Y XY X[ Y X Xn| Xn
xpression Y(m-—X)|n mi|ln m n m||Ym Ym
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(multinomial distribution)

If the observations are split into the informational space in more than two categories then
knowing as a fact that we observe n objects which falls in & classes with the probabilities p;, p,
ey P (1 =p1 +p2 + ... + px) then the probability Py(xi, ..., Xp; 1 p1, ..., Px) to observe a certain
distribution of the objects (n = x; + X, + ... + Xi) in the classes (1, ..., k) is:

k
PM(Xi;n;pi) = n!Hpjxj /Xj!
i1

We have many multinomial distributions when we discuss about the distribution of living
organisms in a certain area, for example distribution of bacteria species belonging on a class of
bacteria in a Petri plate after treatment with an antibiotic. Also for these cases we want to express
with a certain level of confidence, the effect of the treatment, for example.

Our knowledge about expressing confidence for expressions containing binomial
variables can be extent to cover trinomial (see Trinomial(6A4,1B,1C) - distribution and 95%
coverage confidence interval) or multinomial variables as well [*].

Trinomial(6A4,1B,1C) - distribution and 95% coverage confidence interval
Depicted: X (for A) - in depth axis, Y (for B) - left-to-right axis, P3(X,Y,Z) - vertical axis

0.20
0.15
0.10
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Ordinal variables analysis: ranks statistic

In not at all few cases the measurement or observation has the purpose to arrange a
number of individuals (such as molecules) in order according to some quality which they possess
to a varying degree (such as a molecular structure descriptor or compound chromatographic
elution time). The arrangement in which every member of the whole has a rank are called
ranking.

Ranked material can arise in many different ways [*°]:

+ Purely arrangement of objects considered only by reference to their position in space or time;

+ According to some quality which we cannot measure on an objective scale. "If A scratches B
when the two are rubbed together" gives a scale of "hardness" then this is such kind of scale
and, by transitivity, we may only rank the hardness;

+ According to some measurable or countable quality. We may rank molecules according to
melting point or to the number of molecular formula isomers. It may not always be necessary
to carry out the actual measurements in such cases, as for instance, if we arrange the
molecules by the number of atoms standing in place of the number of isomers;

+ According to some quality which we believe to be measurable but cannot measure for
practical or theoretical reasons; the electronegativity we cannot measure, but we can conduct
practical or theoretical experiments to see near to are located the binding electrons.

We can always rank a series of quantitative measurements according to their position on
the scale. We may replace then the values with their ranks. Disadvantage of ranks use in the
place of the values is because (and when) the information regarding the closeness between
individuals is omitted. Compensating accuracy lose, the advantage are found in generality,
because with ranks we gain the independence of ranks on stretching the scale of measurement -
ranking is invariant under stretching the scale of measurement.

(order statistics)

If X (Xj, ..., X3) is a random sample coming from a continuous distribution fy (with
Fx=CDF(fx)) then U = Fx(X) comes from the standard uniform distribution (U; = Fx(X)), ..., Uy
= Fx(X»)). We will note through Uy, the k-th value in the (ascending) ordered series of U.

By splitting the [0,1] interval in three parts, and counting the number of cumulative
probabilities Uy (1<k<n) falling in these three intervals we actually count the number of objects
in a multinomial distribution with three categories (see Probability of order statistic falling in an
interval).

If we have two random samples coming from (two) continuous distribution functions,
and Ui=Fx(X) and V;=Fv(Y()) the associated order statistics, then the joint probability
density function of the two order statistics U;<Ug are constructed from a multinomial
distribution with five categories (see Probability of joint order statistics falling in an interval).

When distribution functions are known (we known or we derive what distribution
function has X and Y) the above obtained relations may allow us to obtain the PDF of the order
statistics (u=Fx(x), v=Fy(y), du=fx(x)dx, dv=ty(y)dy) - see Probability distribution function of
order statistics.

Probability of order statistic falling in an interval

Interval [0,u] (u,u+du] (utdu,1]
Probability u du 1-u-du
Objects falling in k-1 1 n-k
Y il k=1 30 1 ik ~ n! k=11 - yn—k
P,(U,,;n;u) = (k_ Dt k)] u cdu-(l-u—-du)" " = —(k D! u’ (I-u)"“du

43



Probability of joint order statistics falling in an interval

Interval [0O,u] |(u,utdu] (u+du,v] (v,v+dv] (v+dv,1]
Probability u du v-u dv 1-v-dv
Objects fallingin  |i-1 1 j-i-1 1 n-j
n! . o .
P.(U. <U ;n;u)= u” du-(v—u)" -dv-(I-v—-dv)"
W <Uginw) (i—DILG—i—D1n - j)! = : )

Probability distribution function of order statistics

Expression

Meaning

n!
fx(k) (x)=

(B () (1= B (x))' £ (%)

Probability to see the k-th
value in the ordered (ranked)

( ) ) list of observations

Probability to see the i-th and
j-th values in the ordered
(ranked) list of observations

(E )™ (B -F @) (-F)"”
(j=i-D)! (n—J)!

fx,x,(%y)=n dxdy

(i-1)!

(Fisher-Yates correlation coefficient) 1f (X;,Y)i<i<n are already sorted by X values and
Ui=rank(X;) and Vi=rank(Y;) then (and if) U = (1, 2, ..., n) - meaning that are no tied X values -
the Fisher-Yates correlation coefficient are defined by (§(ijn) is normal order statistic - the
expected value of the i-th largest standardized deviate in a sample of size n from a normal
population):

> g, [n)
~ S E[n)

rFY -
1<i<n

(generalized correlation coefficient)

For n pairs of values (x;,yi) we may construct two matrices (a;j) and (b;;) for defining
scores and possessing two properties (see Scores for correlation coefficients) - ai; = b;i; =0, a;; =
a1, bi,j = bj7i.

Following table gives the generalized correlation coefficient [*°] and three particular
cases of it (See Pearson, Spearman and Kendall correlation coefficients).

Scores for correlation coefficients

(aij) (bij)
Xi VS. ¥ilV1  |¥2 - Yn [[YjVS. Xj[X1 [X2 [.--|Xp
X1 0 ar2 [--.|d1n||Y1 0 b1,2 ...b]n
X2 -a1,20 ...|@2n||Y2 -b120 ...bzn
Xn -al,n-az,n...O Yn -bl,n-bz,n...o

Pearson, Spearman and Kendall correlation coefficients
Generalized formula| Pearson [*'] Spearman [*] Kendall [¥']

Ta, b, . a;; =X;—X; |a;; =rank(x;)—rank(x;) |a; ; =sign(x; — x;)
,/Zai’jZ 1/Z}bi,jz bi,j =SV bi,j = rank()’j)_rank(}’i) bi,j = Sign(}’j - Vi)

A correlation coefficient should (and these three it) follow a list of rules:
If the agreement is perfect (if x;=y;, 1<i<n) then Q should be 1 and if the disagreement is
perfect (if x;=y,.i, 1<i<n) then Q should be -1; indeed, (Zai;bi;)* < (Zaij)*(Zbi;)* - being
Cauchy- Bunyakovsky-Schwarz inequality [*°,”",”]
Increasing values from -1 to 1 should reflect increasing agreement between (x;) and (y;); this

2
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should be made by construction of (a;;) and (b;;) matrices.
(Jackknife method) Suppose we are interested in estimating some parameter 0 using

O=f (X;,...,X,) where (xi, ..., Xn 1s a sample of »n independent observations with cumulative
distribution function F(0,X). Assuming that 0 isa good estimate of 0, then following steps (see
Jackknife algorithm) gives us so called jackknife estimate of first order (then the bias is of
O(1/n) order) [*]:
Jackknife algorithm
+ Foreachi=1.n
o Remove x; and compute é_i =f(X,s X;_»X;,y5e-0, X, ) from reminders;

o Compute pseudo value éi =nd- (n— 1)@)7i ;
+ EndFor

In order to remove high order bias we must proceed further to remove all pairs of size 2,

3, and so on [*].
For groups up to size k, the bias is removed to order O(1/n*) and the formula for the k-th

order jackknife is obtained (6( ; the mean of the estimates based on removing groups of size j).

Based on computed values, Jackknife estimates for the parameter and its variance are obtained

(see Jackknife estimates).
Jackknife estimates

Estimates 0 Vares(0)
using

first order 12 1 no,

: : 1.0)=—> 6, SE*(J;(0)) = 0,-7.(0))

Jackknlfe n( ) n; i ( n( )) n(n—l);( i n( ))
second order 1 - 1 A

jackknife EO®)=— 28, SE*(12(0) = =~ 2.(0,,~12(0))

2 I<i<j<n Cz (Cz - 1) I<i<j<n

k-th order 1 A 1 -

R E@)=—r 0. SE*(15(0) = .6, , ~15(0)

J k 1<ij<.<iy<n Ck(Ck _1) 1<i;<..<iy <n
combined till| 1 & (k L probability from py, pa, ..., px using []:

k-th order 15 (0)= EZ (_1)1{ j j(n RH() "combining independent tests of significance"

* =0

(Bootstrap method) Suppose we are interested in estimating some parameter 0 using
6="f (X,,...,X,) where (xi, ..., Xn 1S a sample of »n independent observations with cumulative

distribution function F(0,X). Assuming that 0 isa good estimate of 0, then a series of steps gives

(- see Bootstrap algorithm) us the bootstrap estimates [*°].
Bootstrap algorithm

+ Construct empirical probability distribution F giving weight of 1/n to each x; (this is
bootstrap population):

. Value X, .. X,
Probability \1/n 1/n 1/n
+ For each 1= 1..N (50<N<200):

o Extract a sample (bootstrap sample) of same size n (as the initial sample) from the
bootstrap population using discrete uniform distribution (Random(1..n));

o Calculate the estimate é(i) of 0 for the sample;

+ EndFor

Following table gives the bootstrap estimates (see Bootstrap estimates).
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Bootstrap estimates

0 Var.(0)
B0 = 200 | SE*(B, (0) = 1 1D (B, (0) 0, )

(tied values and fractional ranking)

Coming back to our example relating number of atoms with the number of isomers,
following table gives the number of isomers for first X alkanes (see Ranking the isomers of
alkanes):

Ranking the isomers of alkanes
MF|CH4|C,Hs|C3Hg|C4H 0|CsH 12| CsHi4|C7H 16| CsHi3| CoHao|CioH22|C11H24|C12Ha6|C13Hag | Ci4H30
NC|I1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
IS |1 |1 1 2 3 5 9 18 |35 |75 159 355 [802 1858
nvell 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
ns 2 2 2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
MEF: Molecular formula; NC: Number of C atoms; IS: Number of structural isomers

A lot of particular cases do not provide necessary information to distinguish between
different objects, such as in our example of ranking alkanes isomers. Even more, we wish to
measure the degree of correspondence between these two things and we may involve ranks since
the relationship is clear to not be linear.

When ranking are conducted using a given property only (as number of structural
1somers), then we are not able to distinguish between the objects (as between methane, ethane
and propane) and we should assign the same rank. We can do this keeping constant the sum of
ranks by averaging all equal rank values (as in: Ranking the isomers of alkanes). This sort of
ranking may provide fractional ranks.

(Spearman p)

For given set of n objects with two measured characteristics X and Y ranked as (qi)i<i<n
and (rj)i<i<n using fractional ranking following formula defines Spearman p correlation
coefficient [**], where diff; = g-r; (see Isomers of alkanes - Spearman p correlation measures):

6 diff,”
— i=1
e
Isomers of alkanes - Spearman correlation measures

MF |CH4|CoHe|C3Hg|CaH19|CsHio|CeH 14| C7H 16| CsHig| CoHo|C1oH22|C11H24|CioHa6|C13Hos|C14H30
NC 1 |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
IS |1 |1 1 2 3 5 9 18 35 |75 159 |355 802 |1858
ve (1 |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
I1s 2 2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
diff |-1 |0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
dif?[1 o 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
diff’ =2; T =0; U =3-3 = 24; p = 2718/2730; p, = 2706/2730; p, = N2706/42730
MEF: Molecular formula; NC: Number of C atoms; IS: Number of structural isomers

When are sets of ties in the rankings then we must count the total number of their pairs
for X (T = Zi(t-t;)) and for ¥ (U = Zj(uj3 -uj)). Two formulas are derived in the presence of ties T
and U [*]:

T+U T+U

(n’—n)-6)_ diff,” -
— i=1

pa - (n3_n) s pb

(n’—n)-6) diff,” -
i=1

} \/(n3 —n)—T\/(n3 -n)-U

The distribution of p, is approximately normal. Two approximate statistics are available:
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1.060 n-3 1, 1+t o

+ var =——,27 = z., z, =—In—— as gives in
(P.) n-3 * 1.06 * 2 1-r s [
+ t=r _2 as given in [°];
(Kendall )

For given set of n objects with two measured characteristics X and Y ranked as (qi)i<i<n
and (1i)1<i<n the number C of concordant and D of discordant pairs using fractional ranking must
be computed (see XY concordance contingency).

XY concordance contingency
C=cnn+cpp|  (Yi-Y)
D=dpn+dnp| <0 |=0| >0
~ | <0 [cnn|tny|dnp
<oz
| =0 |txn|txy|txp

< >0 |dpn|tpy|cpp

Then following formula defines Kendall t, and 1, correlation coefficients [99], where T, 1S
the correction for ties:
2(C-D) 2(C-D) 2(C-D)
T, = > Ty = ,» T, = .
(n° —n) \/(nz —n)-Zt(t, —1)\/(n2 —n)—,u,(u, ~1) 02 min(rows, cols) —1
min(rows, cols)

The sampling distribution of t, has an expected value of zero. The distribution of T,
cannot be expressed in a close form. May be calculated exactly for small samples and it is
common to use an approximation to the normal distribution, for larger samples, with zero mean
and variance given in the next formula and z., statistic approximates the distribution of z, [*°]:

var( )= 2Cn*S) o w _2AC-D)y9n(m-D _ 3(C-D)
as— 911(11—1) > Tra \/Var(Ta) n(n—l) \/2(2n+5) \/n(n_l)(2n+5)/2
or [7]: var(t,) = &3:
n—

The following statistic z,, provides an approximation for the t, distribution:

~C-D 2 Vo=V, =V,
Zy = » Scp EEEETEEE +V,+V,

Scp
vy =n(n-D(2n+5), v, =Z;t,(t; -D(2t; +5), v, =Z;u;(u; = D(2u; +5)
v = (ziti(ti _1))(2juj(uj _1)) v. = (Ziti (t; = D(t; _2))(2juj(uj _1)(uj _2))
: 2n(n-1) T 9n(n—1)(n-2)
When we assess the correlation between the properties of more than 10 objects in the
expression of z; we should decrease the absolute value of 2(C-D) with one unit since the
frequency of it is only in paired points. For example [*] when n = 9 and 2(C-D) = 20 the exact
probability is 4.4%, the not corrected one is 3.7% and the corrected one is 4.8%, and thus with
continuity corrected expression we obtain a better approximation when n > 10.
(Goodman and Kruskal's y) By using same notation as for Kendall T, gamma correlation
coefficient is given by ['*]:

C-D
C+D

The y coefficient approximately follows a Student t distribution with (n-1) degrees of
freedom ['*']:

’Y:

¢ = C+D
=N aa-y)
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(Hoeffding D) A more general measure of dependence was developed ['**] (where D, =
Zi(Q-1)(Qi-2), D2 = Zi(Ri-1)(Ri-2)(Si-1)(Si-2), D3 = Zi(Ri-2)(Si-2)(Qi-1), Ri = Rank(X), Si =
Rank(Y3), Qi =1+ [{(xj,yj) s.th. xj<xi, yj<yi}|):

D =30 (n-2)(n-3)D,+D, -2(n-2)D,
n(n—-1)(n—-2)(n—-3)(n—-4)

It was slightly changed in definition ['®*] to point out the calculation behind (see
Partition on 0° and Hoeffding D):

Partition on 0° and Hoeffding D
Xi\Yi|yi=Yi|yi>Yi
xi<Xi| aj b;
x>Xi| 6 di
B,=%i(aidi-bic;))"/n’

(other statistics) There are many statistics developed to measure in certain manners the
agreement between the ranks in data series. A brief list of other methods is given in the next
table (see Other ordinal correlation measures).

Other ordinal correlation measures

Expression Ref
d=(C-D)/(C+D+T,) Sommer's d [*']
Ty =4-cnn-(n(n-1))" -1 Kendall's ¢ ['*]
' 105
o, :l_iz Z rank(xi)—rank(yi)| Spearman's footrule pg [ ]
1<i,j<n

(ordered contingencies)
Let us take a general two-way table representing the contingency of two variables
(Xi)1<i<k and (Y)1<j<c (see R\C ordered contingency).
R\C ordered contingency

RC Y. [..] Y [...]Yc
X] Nyg|... My ... N1 ¢
Xi Nip|...] Nj; | ... [DicC
XR NR.q)...| DR . NRr,C
X, <..<X <. <XR
Y < ...<Y]<...<YC

In order to give computing formula for rank correlation measures (see Computing rank
correlation measures for multinomial contingencies) a series of notations should be introduced
(see Notations for computing rank correlation measures for ordered contingencies).

Notations for computing rank correlation measures for ordered contingencies

Label Formula Meaning
n,;n;;n Znijj g Znijj : Zzni’j row, column, and overall totals
j i i j
Ri; G ior R1j;j or Clj; score for row i and for column j
"R. /n: C. average row and column score
R;C an,_Rl/n, Zn_’JCJ/n g
i j
R1;; Cl; il <1 n ;+1 rank score of row 7 and column j
2t
k<i 1<j
Cij; Dy z znk,l + z z n,; z znk,l + z z n, concordances and discordances
k>i 1>] k<i 1<j k>i I<j k<i 1>j
C;D Zzn” s Zzni D twice number of concordances
P twice number of discordances
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Computing rank correlation measures for ordered contingencies

Measure

Its expression

Y

(C-D)/(C+D)

Asymptotic variance

(C+D) Zznll(D.CiJ _C.Di,j)

Variance to be
different from 0

— _p y_€-D)
(C+D)2 (Z;ni’j(cm Di,j) " j

Tob

C-D 2 2
——,w=Jw,w,_,w,=n"-%n, ", w, =n"-Zn_
W > )

© 9

d‘ ‘ —C DIJ, L= Wo—n w,

Asymptotic variance

Variance to be
different from 0

%(ZZHLJQWdLj =ty -Vi’j)2 —n’t,’(w, +WC)2J
LAY

der

(Zznu(cu DIJ) _@]
C-D

_ w—n —Zn
W

T

Asymptotic variance

4-4 [z Zni,j(wrdi,j —(C-D)(n- ni,.))zJ

Variance to be
different from 0

Lz v -]

r

88, /W, W =,/s5,58,
% = Zzni’j(Ri —R)”, ss, = Zzni,j(cj -C)’
i =4

:Zzni,j(Ri —~R)(C,-C), b,; =(R,—R)’ss, +(C, - C)’ss
I

T

Asymptotic variance

WL[ZZn”(w(R ~-R)(C, C)——Wﬂ

Variance to be
different from 0

1 = = ssrc2
W—(ZZn(R ~R)(C, - C)—T]

Ps

F=

% =ZZn1 Zijs Zij = WYy
f

_n[

, V= ZZn”ROCO W= \/ﬁ,

, RO, =R, —n/2, C0,=Cl, -n/2

R
w
n’-%n; ’ G=n’ —Zn

—n 2 2
—VW, i, W, =%(Fn_,j +Gn, )

i

R0,CO, +— anlco anJRO +22nle0 +22nk1R0

k>i 1>j

|

Asymptotic variance

NASEN

Variance to be
different from 0

i,j

L ZZHIJ 1J/
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(polychoric correlation) Assuming for two variables that comes from normal
distribution, and the contingency counts the number of observations for a given set of discrete
values of X (X, ..., Xg) and Y (Y}, ..., Y¢) then we may estimate the correlation between the
population of X and Y by using the bivariate normal distribution (see Discretion of the bivariate

normal).
Discretion of the bivariate normal

PDF(X) RC | Y. [..]Yi[..] Yc
X1 n n nyc
Xl nj n; njc
XR NR.1 1R j NnR.c
-00 = Oy (05] vee || Q-1 (051 OR-1|| R = OO
. [ T T T . T . T
-OO:B() B] Bj-l Bj BC—l BCZOO
. [ T T 1T . T . T
o [yl ] e
_ = 20(x — —
F(x,y)= 1 exp| - 1 : X 5"+y tty_ pPX—p )y —Hy)
2n0xcy\/l—p2 2(-p7){ o, O, 0,0,

The values of px and 6x may come from MLE on (Xj);<i<r values under assumption of
normality and the values of py and oy may come from MLE on (Yj)is<c values under
assumption of normality and are assumed known with known data series.

The joint probability of X; and Y; falling in (0i_1,04]X(B;-1,Bi] 1s estimated by the observed
count, from which the likelihood of all (X;)i<i<r and (Y;)i<j<r falling in the designed intervals (o
1,06]X(Bj-1,B5] can be derived. Maximum likelihood is obtained when derivative of log of
likelihood is null (MLE method, [*]), giving us gives a system of equations from which is
possible to estimate (numerically) of unknown "thresholds" (o)i<i<r-1 and (Bj)i<j<c-1 as well as

correlation coefficient p.

o; B R c o B
n~ [ [fGoydxdy, Psip) =TT [ [fxy)dxdy
iy Bi ==l e, By
R c % B - Q- -
InP(a::p) = 3" [ [teeyyaxdy, 5(1H(Pg:&p))): 8(ln(P;ogB,p))): a(ln(Pan‘;,B,p))):O
=l =l o, By,
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Linear regression analysis: linear models

The simplest association model is linear association. The model assumes that exist a
relationship between two paired characteristics expressed by a straight line. We may start
expressing this association by using the implicit equation of a straight line: ax + by + ¢ = 0.

If a = 0 then the equation of the line reduces to by + ¢ = 0. If further ¢ # 0 gives a
relationship which defines the mean of the Y associated characteristic but no relationship with X.
Similarly if b = 0 then the equation of the line reduces to ax + ¢ = 0 and if further ¢ # 0 gives a
relationship which defines the mean of the X associated characteristic but no relationship with Y.
The remained case, if ¢ = 0 defines a degenerated linear model in which is no intercept between
the characteristics X and Y.

Which expression of the linear equation we should use is a matter of experimental error
treatment. Going further, if a linear model defines the relationship between the X and Y
characteristics, then if we take samples (Xi, yi)i<i<n Of these two (X and Y) characteristics then we
should still see the relationship in terms of a experimental error.

We may make errors measuring both characteristics, and thus if we express as (X;,¥;)
the expected (or true) values each corresponding to a pair of measurements (x;, y;) then:

+ The linear model is given by: aX, +by, +¢=0,1i=1..n;
+ The experimental errors are given by: g, =x; —X; and n, =y, - ¥,;

In order to be able to find the linear model (e.g. it's coefficients a, b and c) we must make
further assumptions on experimental errors. Thus, at least we should know the expected value of
the experimental error. If X, is the expected value of x; then the expected value of &;, namely ¢,

is 0: & =0, but this fact happens only if we not made systematically errors on measurement of
the characteristic X. Similarly, if ¥, is the expected value of y; then the expected value of n;,
namely 1, is 0: 1, =0, but this fact happens only if we not made systematically errors on

measurement of the characteristic Y. More than that, under presence of systematically errors on
measurement of X or Y is no way to obtain the relationship between X and Y excepting the
situation when we know the (expected) value of the systematic error (but then we can
systematically extract it from the values to obtain new series of data which do not posses
systematically errors). Thus, first assumptions were made, namely:

i(xi_ﬁi) i(Yi_SIi)

lim*=-——— =0 (no systematically error on X); lim-=-———— =0 (idem for Y)
n

n—o n n—oo

Even more strong assumptions are generally accepted and are required in order to solve
(or obtain) the relationship, namely:

Z(Xi_ii) Z(Yi_gli)
= ~( and =
n n

Please note that these two relationships above do not imply that the absolute or other sort
of modulus based differences are null to. In general:

n n

Z|Xi_§(iOL Z|}’i_§’i|B

= >0 and =—2>0
n n

We should know more about the distribution of the error. A common assumption is to
expect that an error €; (or ;) to occur in equal probability as an error -¢; (or -1;), and then the
distribution of the experimental error is symmetrical.

A choice is possible here coming from the experiment: to give different weight to the
errors (and then we have a weighted regression). Usually the weight are function of the
observable and/or expectance (v, =f(x;,X;), w; =g(y,,¥,)). The reason of giving weight to the

I

0
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errors is to normalize (e.g. the distribution of the errors to become normal or at least to have a

known distribution).
Here comes another assumption regarding the experimental error (g and n;) that we must
take in order to obtain estimations of the population parameters: that follows a known

distribution.
We may make inferences about the distribution (see for example Distribution of errors

when binary responses are recorded).
Distribution of errors when binary responses are recorded

XilP=P(i)| X, 1 q; = p(X)) | X; =X |[x, —&,|" (0>0) [P

721

0 |q 0 0 pq
1 |[d-q) -1 1 p(-9)
0

1

P

p
(1-p) q 1 1 (1-p)q
(1-p) (1-9) 0 0 (1-p)d-q)
X, —X; |p(x,—X%;) n=n_j+ng+n; (observation errors)
-1 pa=p(1-q9) | P(n_,n,,n;;n5{p(1-q),(1-p)q,2pq}) =
po=1-p-q+2pq| , n ng
n!(p(1— 1- l-p—q+2
1 (i) | Hed=a))( p')q)' (' P—q+2pq)” _
n_'n,'n,!
nt2%-pg" " (1-p)" -9 A-p-q+2pq)™
n_!'n,n,!

el Ll k=] k=)

n=ny+n; (observation errors)

p(|xi_§i|a)

po=1-p-q+2pq| P, (ny,n,;n;{l-p—q—2pq,p+q—2pq}) =

1 =p+q-2 0 i
PIPTACPY | ni(1-p—q+2pa)™ (p +q-2pa)" _

ny'n,!

Binomial(1-p—q+2pq;n)
The common continuous symmetrical distribution assumed to be followed by the
experimental error is the Gauss-Laplace distribution ['%]:

GL(x;1,0,p) = i&yp;exp[h - u|l°/( F(l/p)Jpsz

26 2(1p) | | o |/ \TG/p)

When p = 1 the Laplace distribution occurs ['°’] (often referred in physical sciences) and
when p = 2 the Gauss distribution occurs ['**] (often referred in biological sciences).

The relationship of Gauss-Laplace distribution with the distribution of the experimental
error is immediate (see Gauss-Laplace and least errors method).

Gauss-Laplace and least errors method
Errors distribution assumption  |Regression model Least errors method

(]xi—fcia)gign~GL(8;0,GX,(x) X~X=b-y+c S - y —%.|" =min.
I g‘sl ;JX1 x1| min
(‘yl'_g’iﬁ)lsignNGL(Tl;OaGY,B) g Zn:niﬁzzn:|}’i_§’i|ﬁ:min'
=) i=1
A | only whenc=1: | & n .
[XiXi J ~GL(g0,0x,Y) |1~1=a-x+b-y goiy:%“'a)wbyrlr:mm'
i I<i<n

s _9i

A

|

,
} ~GL(M;0,4/1-6,,7)
1<i<n

i
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The geometrical interpretation of the least errors method is depicted below (see Geometry
inside least errors method). Subject to minimization is S(y,e) = X;si'. Different values of ¢; and y
give different assumptions on errors, different linear models and different methods of calculation
['°] (see Calculations in linear regression - least errors method).
Geometry inside least errors method

. Linear™( IO Xi

i R
* ) Linear ' (X,)

5]
o) [5

Calculations in linear regression - least errors method

’_(;\1:}’1)

(Xiayi) (Xnayﬂ)

?; v| Regression S — min. Method Further assumption
model
" analytical from
5 Zi(%i-byi- oS _8S
c) Fi 0 measurement of
0 — X~X=b-y+c A (Yi)1<i<n
numerical from e T
1 Zilxi-byi-c| 9 — 9 =0
ob  Oc
analytical from
5 2i(yi-axi- G
¢) P = = =0 measurement of
2 Hy~9=a-x+c - (Xi)1<izn
numerical from o
1 Zilyi-axi-c| S — a8 -0
da Oc
analytical from (x) ¥)
oS &8s &i=e(Xi); Ni=nlYyi
2 9D _%_ eM=Ex /Ty
— Xx~X=b-y+c b .60
numerical from
1 o . SZS(Xi)Z;| ni|/:£|(y|i)
= = i/ Mi—&|X{ i
s.th. s; L on see ['¥] ob_ de ! ’
Linear(%, ) analytical from
) S oS &i=e(Xi); nEn(y:)
8_ ===_90 &Mi=2X; /2yj
— y~y=a-x+c 2 ‘6c
numerical from —e(x): N=nG)
i as as &i=e(Xi); Ni=NYi
P 0 e/M=Z|xil/Zlyil
2 s _
T X~X=Db- y+c¢
sth.siis 2| o &
median [1] 7 e
% l~ax+by

The multiple regression models are generalizations of simple linear regression. We may

conduct the same rationalizations (as in Gauss-Laplace and least errors method or in Calculations
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in linear regression - least errors method) in order to derive representatives of the family of
multiple regression models. We will take only the simplest and in the same time the most
common case:
y~¥V=apl +arx;+... +aynXxny for (yi,Xi, ..., Xmi)1<i<n and at least m<n
Deriving of Zi(a0+a1x1,i+...+amxm,i-yi)2=min. conduct to the following system of
equations:

0 1 m 0
211 Zxp;1 o ZiXpil 0 2y, -1 0
S, = DX EX Xy XXX 1, Sy = 2y Xy 1, S, xA =S,

2,1 X ZiXI,i "X DI o "X m 2 Xpi) m
from which the solution is immediate: S xSAxA=S,"'xSg — A = S ™'xSg.
The Gauss-Jordan numeric method [''°] exploits the feature of elementary row operations
(multiplication/division and addition/subtraction keep the matrix equality unchanged) to obtain
simultaneous with the coefficients their variance (see Gauss-Jordan procedure for linear multiple

regression).
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Aplicatii

Problema: Nivele de reprezentare
Se doreste sa se realizeze un experiment in care sa fie colectate (in spatiul informational) observatii cu
privire la structura de mai jos, in care pe fiecare din cele 6 nivele pot fi prezenti atomi de carbon, azot si

bor.

| | | | | I

Cate informatii distincte se vor regasi, maxim, 1n spatiul informational, stiind ca structura este rigida si
fixata intr-un ansamblu mai mare (cazul a) si respectiv mobila (cazul b).

Solutie
Straturi: 6 (L1, L2, L3, L4, L5, L6); Nivele: 3 (B, N, C); Numar total de combinatii: 729; Structuri
distincte: 378

Studiu de caz: Proprietiti din Spartan *10
MolVol: Molecular volume A’; SurfA: Surface area A% Ovality: Ovality dimensionless 1.234;
HOMO: Highest Occupied Molecular Orbital Energy eV; LUMO: Lowest Unoccupied Molecular
Orbital Energy eV; Estimated polarizability: *10™° m’; Electronegativity= -HOMO+LUMO/2;
Hardness=-HOMO-LUMO/2

Property Distinct|Grp.|Zero| |Property Distinct|Grp.|Zero
DipoleT 0 376 352 Lumo-Homo 0|353 375
DipoleT 1 377 351 Lumo-Homo 1|331 397
DipoleT 2 377 351 Lumo-Homo 2|372 356
EnergyHF 0 |131 510| 87 | |[MolVol 0 175 512141
EnergyHF 1 [139 507 82 | |MolVol 1 167 530] 31
EnergyHF 2 (346 382 MolVol 2 372 356
HOMO 0 337 389|2 ||Ovality 0 46 516| 166
HOMO 1 320 408 Ovality 1 51 590| 87
HOMO 2 367 361 Ovality 2 56 645| 27
LUMO 0 318 410 Polariz 0 349 379
LUMO 1 300 428 Polariz 1 316 412
LUMO 2 367 361 Polariz 2 371 357
Lumo+Homo 0355 373 SurfA 0 221 477| 30
Lumo+Homo 1{324 404 SurfA 1 202 520| 6
Lumo+Homo 2(356 370{2 | [SurfA 2 368 360

Problema: Precizie si exactitate
Sa se analizeze sub aspectul preciziei urmatoarele masurdtori ale vitezei vantului in raport cu afirmatia
cd 1n acea zi nu s-au inregistrat deplasari de aer.
Moment |Viteza  |Directia |Durata
9% 28ms’ NV |1 min,

10 1.0ms’ [E 2 min.
11%° 1.4ms’ |NE 1 min.
12 3ms' S 1 min.

Ce observatie lipseste pentru ca sa se sustina afirmatia?
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Se alcatuieste un tabel de forma celui de mai jos:

Solutie

v [t |dir|dx |dy |[sdx |sdy

2.8] 60|NV|-118.8] 118.8]-118.8{118.8
1/120[E | 120.0f 0.0 1.2]118.8
1.4 60NE| 59.4| 59.4| 60.6[178.2
3| 60/S 0.0-180.0] 60.6] -1.8

Problema: Separare maxima

In cromatografie se folosesc o serie de masuri pentru a caracteriza separarea compusilor dintr-un
amestec:

RF(i,e) =1(i,e)/l(e) , in care i este un compus separat, e faza mobil, /(i,e) distanta de migrare a
lui i 1n e, si /(e) distanta de migrare a lui e si ce conduce la mulfimea factorilor de retardare (RF)
RFO(i,e) = I(n(i),e)/1(e) , unde (i) este o permutare ce transformd lista intr-o listd ordonatd
(crescator sau descrescator) si ce conduce la sirul ordonat al factorilor de retardare (RFO)

nc(e) = Count({i|l(n(i+1),e) —1(n(i),e) > (W(n(i+1),e) + w(n(i),e))/8}) ce conduce la
numarul de componenti observati la o distanta (unul de altul) de cel putin 1o (nc)

mnc =max{nc(e)|e € E}, In care E multimea tuturor fazelor mobile posibile si ce conduce la
numarul de componenti existenti in amestec (mnc)

RSM(, j,e) =2-(I(i,e) — 1(j,e))/(w(i,e) + w(j,e)) , unde w(i,e) este largimea spotului i iar w(j,e)
este largimea spotului j, si ce conduce la matricea rezolutiilor (RSM)

RSO(i,e) =2 (I(n(i+1),e) - I(n(i),e))/(w(n(i+1),e) + w(n(i),e)), unde din nou =z este
permutarea ce ordoneaza (crescator) sirul factorilor de retardare si ce conduce la sirul rezolutiilor
spoturilor adiacente (RSO)

nc(e)

RSS(e) = E RSO(,e) ce conduce la suma rezolutiilor (RSS)
i=1
nc(e)

QN (e) =4/N(e) :4-1(e)-nc(e)/2w(e,i) ce conduce la radical din numarul efectiv de

i=1

talere (QNeg); ajustand conditiile experimentale date idealul de separare se obtine cand 4-RSS(e)
— QNep(e)
RSP(e) =25-RSS(e)/QN; (e) ce da rezolufia impartita la numarul de talere (RSP); idealul de
separare se obtine cand RSP(e) — 100
RSA(e) =RSS(e)/nc(e) ce da rezolufia medie a separarii (RSA)

ne(e) ne(e)
RRP(e) = H RSO, e) z RSO(,e) care este produsul rezolutiilor relative (RRP)

i=1 i=1

nc(e)

1/p
RSH(e,p) = ( Z(RSO(i, e))’ / nc(e)J unde p este o valoare reala arbitrara si ce conduce la
i=1

media Holder a rezolutiilor (RSH); cand p=2 RSH(e,2) este un mai bun descriptor al separarii
decat RSA

RFD(e) = \/ ncZ(e:)(RFO(i +1,e)—RFO(i,e) - 1/mnc)’ / \/ nc(e)-(nc(e)+1), unde I/mnc este

i=1

diferenta teoretica intre 2 factori de retardare si ce conduce la un indice de separare medie exprimat
ca deviatie intre ideal (1/mnc) si observat (RFO(i+1,e)-RFO(e)) - deviatia factorilor de retardare
(RFD)

IEne(e) = mnc’ —Zniz, unde n; este numarul de spoturi in al i-lea interval echidistant si ce
i=1
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conduce la energia informationala asociata separarii (IEne)

+ IEnt(e) = Z:ni -log(n,), unde n; este numarul de spoturi in al i-lea interval echidistant si ce
i=1
conduce la entropia informationala asociata separarii (IEnt)
+ QF(e)= min RSM(,j,e)= min RSO(i,e) care conduce la factorul de calitate a separarii

1<i,j<nc(e) 1<i<nc(e)

(QF) dat de cea mai defavorabila separare

Sa se calculeze si apoi sa se analizeze proprietatile (operatiile matematice permise) de acesti parametrii.
Solutie

Imaginand procesul de separare drept un proces in care aparitia migrarii spoturilor este o problema de
durata, din punct de vedere experimental este de interes ce se intAmpla cu valorile acestor parametrii
cand se detecteazd aparitia unui nou spot (eventual la Inceputul sau la sfarsitul sirului de spoturi deja
existent).
Fie e un eluent (acelasi). Vom simplifica notatiile facand referire mereu la acelasi eluent.
RF. Fie {RF(i)| 1<i<nc} multimea factorilor de retardare. Aparitia unui nou factor face ca la multimea
factorilor de retardare sd se adauge un element. Din acest punct de vedere, multimea factorilor de
retardare poate fi vazuta ca o multime de caracteristici. Asocierea intre compusul chimic si factorul de
retardare al acestuia e unica (pe calea directa, adica un compus are un singur factor de retardare in
conditiile experimentale date; reciproca insd nu este adevaratd, putand exista 2 compusi cu acelasi
factor de retardare) si poate indica ulterior absenta compusului dintr-un amestec prin absenta valorii
factorului de retardare din multimea valorilor masurate pentru amestec.
RFO. Sirul ordonat al factorilor de retardare nu este o multime standard, fiind echipat si cu o relatie de
ordine. Din acest punct de vedere, sirul ordonat al factorilor de retardare necesitd o operatie simpla de
adaugare la inceput sau la sfarsit doar daca valoarea adaugata este fie mai mica, fie mai mare decat
toate valorile deja existente in sir; In caz contrar, addugarea necesita si identificarea pozitiei in care
trebuie facutd inserarea.
nc. Numarul de componenti observati isi modifica valoarea la aparitia unui nou spot numai daca este
indeplinita conditia ca distanta dintre spoturile adiacente sa fie cel putin 1/8 din largimea acestora. Din
acest punct de vedere, addugarea unui nou compus in amestec poate avea ca efect unul din urmatoarele:
+ nc — nc-1 cand noul spot apare Intre 2 spoturi deja existente, dar aparitia acestuia face ca cele 2

spoturi existente initial impreund cu cel de-al treilea nou spot sa nu mai poata fi distinse unul de

celalalt;
+ nc — nc cand noul spot apare in vecindtatea altuia dar suficient de departe de oricare alt spot
+ nc — nct+1 cand noul spot apare suficient de departe de oricare alt spot
RSM. Matricea rezolutiilor sufera o operatiune de addugare a unei linii si a unei coloane pentru fiecare
nou compus adaugat in amestec. Liniile i coloanele existente initial in aceasta matrice riman cu valori
neschimbate.
RSO. Sirul rezolutiilor ordonate nu se poate obtine din ordonarea matricei RSM (de exemplu ordonand
o linie prin permutare de coloane). Matricea rezolutiilor ordonate se obtine din diferentele intre valorile
din sirul ordonat al factorilor de retardare (RFO —RSO). Din acest punct de vedere, rezultatul obtinut
prin adaugarea unui nou compus in amestec poate produce aparitia sau disparitia unui element in sirul
rezolutiilor ordonate sau sd se pastreze numdrul acestora (vezi nc) necesitand totodata si schimbarea
valorilor adiacente valorii inserate (daca numarul elementelor raiméane acelasi sau creste cu o unitate).

Problema: Metoda adaosului standard
Se considera o proba sub forma de solutie in care compusii dizolvati sunt cunoscuti dar sunt in cantitati
necunoscute. De asemenea sunt disponibili acesti compusi preparati separat sub formd de solutii
apoase. Care este modalitatea de determinare a cantitatilor necunoscute, stiind ca identificarea se
realizeazd cu ajutorul unui detector care produce un semnal proportional cu concentratia (fie aceasta
molard) de compus identificat.

Solutie
Fie x si y cantitatile In grame de compusi cunoscuti C; si C, dizolvati In 100 ml H>O (in proba
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necunoscutd) si fie a si b cantitatile in grame de compusi cunoscuti dizolvati in 100 ml H>O (in
etaloanele preparate din acesti compusi). Fie masele molare M; (in g, pentru C;) si M (in g, pentru C,).
In acest caz avem la dispozitie 3 solutii: Sy (solutia necunoscuti), S (din C)) si S, (din C»):

Solutie Su N S
Volum 100 ml 100 ml| 100 ml
Substanta dizolvatd|x gC;, y gCyla gCy |b gC;
Imaginam o serie de 3 experimente cu acesti compusi in care folosim cate 25 ml din solutia cu cantitati
dizolvate necunoscute (Sy) si cate un volum (deocamdata neprecizat) din solutiile etalon. Un calcul
simplu da compozitia amestecurilor:

Experiment|Sy  [S; S, V(H,0) m(C,) m(C,)

1 25 ml|Vy; ml|V, ml|25+V1+V15|25x/100+V;-a/100]25-y/100+V1,-b/100
2 25 ml|V,; ml| Vo, ml|25+V51+V5[25-x/100+V,1-a/100(25y/100+ V2, b/100
3 25 ml|V3; ml|V3, ml|25+V31+V3,[25-x/100+V3,-a/100(25-y/100+V3,-b/100

Detectorul va inregistra semnale. In acest moment avem 2 solutii de implementare: cand detectia se
realizeaza dupa separare, caz in care pentru fiecare compus identificat avem cate un semnal 1n fiecare
experiment (fie R;; s1 Rj» semnalele din primul experiment si asemeni Ry, Rys, R3; s1 R3,) sau detectia
se realizeaza direct asupra amestecului, caz in care avem cate un singur semnal din fiecare experiment
(fie Z; semnalul inregistrat in primul experiment corespunzdtor detectiei, Z, semnalul inregistrat in al
doilea experiment i Z3 semnalul inregistrat in al treilea experiment) proportionale cu concentratiile
molare, deci este necesar sa evaludm aceste concentratii:

Experiment n(C,)/V(H,0) n(C,)/V(H,0)

1 (25-x/100+V1-a/100)/M/(25+V 11+V12)[(25y/100+V - b/100)/Mp/(25+V 11+ V12)
2 (25-x/100+V51-a/100)/M1/(25+V21+ V) |(25y/100+V22'b/100)/Mo/(25+V21+V22)
3 (25-x/100+V3,-a/100)/M/(25+V31+V32)|(25-y/100+V32-b/100)/M,/(25+V31+V3,)
Semnal Separat pentru C, Separat pentru C,

1 Ri Riz

2 Ry Ry

3 Rs) R3p

Semnal Impreund pentru C; si C, In amestec

1 71

2 7>

3 73

Se exprima raportul Intre concentratie si semnal care pentru un anumit compus este acelasi de la un
experiment la altul. Rezolvam in continuare pe cele doua cazuri:
Cazul semnalului separat
x/4+a-V,; /100  x/4+a-V, /100  x/4+a-V, /100
M1 '(25 + Vn + Vlz) ’ R11 M1 '(25 + V21 + sz) ' R21 M1 '(25 + V31 + V32) ’ R31
y/4+b-V, /100 y/4+b-V,, /100 y/4+b-V,,/100

Pentru C;:

+ Pentru Cy: = =
M, -(25+V,+V,,)'R,, M,-(25+V, +V,,)-R,, M, -(25+V,;+V;,)-R,,
Simplificand:
-+ PentruCy: x-25+a-V, _ x-25+a-V, _ x-25+a-V;,
(25+V11+V12)'R11 (25+V21+V22)'R21 (25+V31+V32)'R31
+ Pentru Cy: y-25+b-V, y-25+b-V,, y-25+b-V,,

25+V,,+V,)-R, (@25+V,,+V,,)-R,, (25+V,,+V,,)-R,,

Pentru fiecare dintre cei doi compusi, avem exact 2 solutii (nu neaparat identice) corespunzatoare celor
2 egalitati. In fapt, problema poate fi rezolvati si mai corect minimizand eroarea de observare (tema de
casal).

In continuare, fie aceste doua egalititi urmatoarele:
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“. 25 N a-Vv, . 25 N a-Vv,,
(25+V11+V12)'R11 (25+V11+V12)'R11 (25+V21+V22)'R21 (25+V21+V22)'R21
25 a-Vv, 25 a-V,,
X- + =X- +
(25+V11+V12)'R11 (25+V11+V12)'R11 (25+V31+V32)'R31 (25+V31+V32)'R31
De unde:

V21 /R21 _ Vll /Rll V31 /R31 _ Vll /Rll
o 25+V, +V,, 25+V; +V, . 254V, +V, 25+V,+V,,
X=3 TSR, 25/, UXSaTogR T 05K,
25+V,+V,, 25+V, +V,, 25+V,,+V,, 25+V, +V,,

In mod similar rezulti si expresiile pentru y.
Cazul amestecului

In cazul masurarii directe pe amestec, se suprapune semnalul de la primul compus cu semnalul de la al
doilea compus, insa nu in mod necesar cu aceeasi intensitate:
x/4+a-V,, /100 N y/4+b-V, /100

a .

M, (25+V,,+V,,) M, (25+V,, +V,,)

x/4+a-V,, /100 o y/4+b-V,, /100
M,-(25+V, +V,,) M, (25+V,, +V,,)

x/4+a-V;, /100 ot y/4+b-V,, /100 B=7,
M, -(25+V, +Vy,) M, (25+V, +V,)
Ecuatiile de mai sus formeaza un sistem de 3 ecuatii cu 4 necunoscute (x, y, a si ). Este evident ca
pentru a rezolva acest sistem este nevoie de inca o ecuatie, deci de inc@ un experiment:

x/4+a-V, /100 ot y/4+b-V,, /100 B=2,
M,-(25+V,+V,,) M, -(25+V, +V,,)
Sistemul de ecuatii rezultat se poate scrie prin intermediul valorilor cunoscute astfel (unde ¢y, ... Cas
sunt valori cunoscute):

B:ZI

+ Experiment 1:

B=2,

+ Experiment 2:

+ Experiment 3:

Experiment 4:

X-0-Cptoc,+y-fres Py, =c;
X0 Co + 0 Cpp +Y-PrCyy +P-Cyy =y
X0 Cy+0-Cyp+y-Prey+Prcy =cyg
X0 Cy+0-Cyy +Y-Preyy +PCyy =Cys
Chiar daca pare complicat, in esentd este un sistem de ecuatii usor de rezolvat. Facand substitutiile
v=x-a s1 6=y-P sistemul devine un sistem liniar si omogen in necunoscutele a, f3, y si o:
YoC+a-c,+8-c3+Pcy =c;
Y:Cy +0:Cp+8:Cpy+B-Cyy =Cs
Y:Cyy+0L-Cyy +8-Cyy +P-Cyy =Cs5
VoCu F0Cyy +8:-Cuy +PrCyy =0y
Odata obtinutd solutia acestui sistem (a., 3, v si ) valorile necunoscutelor x si y sunt imediate: x=y/a si
y=0/P.

Problema: Calculul pH-ului in functie de volumul de solutie adaugata
Sa se exprime variatia pH-ului in titrarea in solutie apoasa (H,O) a unui acid slab (HA) cu o baza slaba
(BOH).

Solutie
Modelul reactiei de titrare porneste de la scrierea ecuatiei reactiei chimice a titrarii unui acid slab HA cu
o baza slabd BOH, pentru care echilibrul este caracterizat de constanta de solubilitate a sérii obtinute:

HA + BOH AB+HO

Daca reactia se desfagoara in apa, trebuie sa consideram influenta asupra pH-ului din disocierea
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moleculelor de apa:

HOH HO +H'
Procesele de disociere ale acidului, bazei si sarii in apa sunt exprimate de relatiile:
HA H' + A", BOH B'+HO, AB A +B'

Titrarea incepe cu adiugarea unei mici cantititi de bazi in acid. In acest moment sunt prezente in
solutie speciile: H', HO", HA si A". Din ecuatia de disociere a acidului si apei rezulti:
[H}[A] =K. [HA], [H'][HO] =K,

unde [] este exprimi concentratia molara ([H'] este concentratia molari), K, este constanta de aciditate
iar K, este constanta de disociere a apei la temperatura consideratd. Daca se aplica bilantul de masa
pentru acid si sare, rezultd ca C,, concentratia analiticd a acidului si respectiv C, concentratia analitica a
sarii sunt date de:

C,=[HA] +[H]-[HO], C;=[A]-[H]+ [HO]
Dupa substitutiile corespunzatoare in ecuatiile de mai sus, se obtine o ecuatie de gradul 3 a pH-ului
(ecuatia Bronsted-Lowry ML), [H=x:

X+ (Kot Co)*x? - (KytC¥Ka)*x - Ky ¥Ky = 0

Ecuatia de mai sus admite o solutie unicd in intervalul (0,1). Tinadnd seama ca:

Cs = GCo*Vi/(VatVy), Cx = (Co*V-Co*V)/(Vat Vy)
unde C,, este concentratia analiticd a bazei, Vy este volumul de baza adaugat, C concentratia analiticd a
acidului dupa adaugare iar V, este volumul initial de acid. Substituind 1n ecuatia Bronsted, aceasta
poate fi rezolvatd numeric.
La punctul de echivalentd, se porneste modelul de la acelasi punct initial si se considera toate
echilibrele mentionate. La hidrolizi mici, Cs=[A]=[B"]asaci [H']=x:

<= K, K, (K, +C,)
K, (K, +C,)

Dupi punctul de titrare, prin deduceri similare se obtine ci [H'] = x:

XK/ Ky +Cr) *x2(KyHCs ¥ KoKy *x-K /K, = 0
unde expresiile lui Cy si Cs sunt:

Cx = (Co*V-Co*V)/(Vat+Vy), Cs = Ca*Va/ (Va1 Vy)
Un program care implementeaza rezolvarea aceste probleme este disponibil online la adresa de
Internet: http://l.academicdirect.org/Education/Training/titration/v1.1/.

Problema: Modelarea procesului de actiune enzimatica Michaelis-Menten

+ Prima dati a fost observat la invertaza ['];

+ Ecuatie: S+ E < C — P+ E, (S - substrat, E - enzima, C - complex, P - produs (concentratii: s, e,
c, p);

+ 1ipotezd: enzima (E) nu suferd modificari In ceea ce priveste cantitatea sa totald (si astfel nci
concentratia) in timp (e + ¢ = constant);

+ modelul cinetic permite exprimarea evolutiei sistemului catre echilibru; presupune scrierea
ecuatiilor de viteza de reactie pentru fiecare reactie elementara si aplicarea principiului conservarii
numarului de atomi;

Solutie: v. Algoritm pentru simularea cineticii Michaelis-Menten

1. Scrierea reactiilor elementare; scrierea ecuatiilor de viteza

(:S+E— Covp=kise | (2:CowS+Evp=kc | (3):C—oP+E vg=ksc
2. Aplicarea principiului conservarii numarului de atomi

(S):$=v, -V (E)e=vy +vs -V, (O):c=vy =V — Vg, (P):p=vy,
3. Presupuneri si notatii
s(0) =so \ e(0)=ep \ c(0)=0 | p(0)=0 \ e=ey-C
4. Ecuatii de rezolvat
s=k,c—k;s(e,—c) c=ks(e,—c)—(k, +k;)c

5. Diferite abordari
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http://l.academicdirect.org/Education/Training/titration/v1.1/�

aproximatia  |Briggs & Haldane, [ le=0= €S . . . kiess. . k, +k,

n " Cc= —S=p
QSSA K+s’ K+s k,
aproximatia  |Henri ['"] s=0= €S . kiess k,
HEAH CcC= , = ’ K=—
K+s K+s k,

Cazul general |ecuatie implicitdi — nu|phases |dy p_XTY—Xy

are solutie analitica! space dx  —x+ay+xy

substitutiit.  in  ecuatia|0 <a<1 k, k, +k; ks c

explicita b>0 |27 P 0= P X" i
%90 k, +k; ke, k, +k; e,

t =k,e,T, T timp initial

X=—X+ay+Xxy; y=b(x—-y—-xy);

6. Rezolvare numerica (i=1..n)

Xo=23 Xi+1:Xi+6(—Xi+aXi+Xiyi) 8:10-2 e {l 2 2 i} be { @ ﬂ E i
yo=0 Yir1=yitbd(Xi-yi-Xiy;) n=3000 5’5’5’5 2572572525
7. Foaie de calcul Excel:
A| B |C| D E F

1jx0=|3 i Xi yi

2|y0=|0 =0 =B1 =B2

3| 6=[1.0e-2| |=D2+1|=E2+$B$3*(-E2+$BS$4*E2+E2*F2)=F2+$B$5*$B$3*(E2-F2-E2*F2)

4| a=|0.2

5| b=|10

Algoritm pentru simularea cineticii Michaelis-Menten

Problema: Modelarea mecanismului Lindemann - Hinshelwood al complexului activat
Prima oard comunicat de Lindemann [''®] §i ulterior analizat de Hinshelwood [''"] furnizeaza un
mecanism de actiune enzimatica. Se modeleaza mecanismul R+R <> R*+R—P.

Solutie: v. Algoritm pentru simularea mecanismului Lindemann - Hinshelwood

1. Scrierea reactiilor elementare; scrierea ecuatiilor de viteza

(1):R+R > R*+R,vo=ki[R” | R*+R—>R+R,vok[R][R*] | R* > P, vahs[R*]

2. Aplicarea principiului conservarii numarului de atomi (necunoscute [R] = x; [R*] =y; [P] = 2):

R): x ==v, + v, R*): y=vy = Vo — Ve (P): z=v,
3. Presupuneri si notatii
M=r, | rO®M=0 | pO=0 | k=a | k=b | k=c
4. Ecuatii de rezolvat
X = —ax’ + bxy y =ax’ —bxy—cy Z=Cy

5. Abordare gresita

Cautarea unei solutii analitice este fard de succes.
6. Rezolvare numerica (i=1..n)

Xo=3 Xi+1=xi+8(—axi2+bxiyi) 5107 a=10"
yo=0 Vir=yito(ax;-bxiyi-cy;) . b=10"
70=0 Zi11=Zi+0CY; n c=10"
7. Foaie de calcul Excel:
A|B|Cl D E F G

1|x0=|1 1 xi yi zZi

2|y0=|0 = =B1 =B2 =B3

3(z0=|0 =D2+1|=E2+(-B$ 1 *E2"2+|=F2+(B$ 1 *E2"2- =G2+B$3*F2*B$4

B$2*E2*F2)*B$4 |B$2*E2*F2-B$3*F2)*B$4
4| 6=|le-2
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4
o

=|le-1
=|le-2
7| c=[le-3] |... ..
Algoritm pentru simularea mecanismului Lindemann - Hznshelwooa’

[®))
on

Problema: Simularea cineticii autocatalizei
Autocataliza este un caz special de cineticd chimica in care reactiile au loc doar in prezenta a atat
reactantilor cat si a produsilor de reactie si au o ecuatie generala de reactie datd de: R — P, cu vy =
k-[R]-[P].

Solutie: v. Algoritm pentru simularea autocatalizei.
1. Scrierea reactiilor elementare; scrierea ecuatiilor de viteza

(1): R — P, vy =k [R][P]

2. Aplicarea principiului conservarii numarului de atomi (necunoscute [R] = x; [R*] =y; [P] = 2):

R): t=-v =-kp P):p=vy = k,rp
3. Presupuneri si notatii
Rl=r | [Pl=p | ki=a | rip=rofp=b | 0t [ pO)=po
4. Ecuatii de rezolvat
p=a(b—p)p | i=—ar(b—r)
5. Abordari - exista solutie analitica
p=a(b-p)p = dp =adt:>lln P atre= B _ebtare
p(b—p) b b-p b-p
B b 3 b
- 1+e—b(klt+c) - 1+e—bk1te—bc
6. Constantele "b" & "c" - din valorile initiale ale concentratiei (la momentul t = 0).
llnLO):aO—i-c :>ll Po_c.pc=mPo; _pe=lnlo; et =To
b b-p(0) b 1, Ty Po Po
7. Solutia analitica si interpretarea ei
L T Po daca p = 0 atunci p = 0 & astfel nu evolueaza

=p(t)= ST=1p+po- :
P=pP()=P, re Pkt 4 0T Po-p daci ro = 0 atunci p = po & astfel nu evolueazi

8. Desen in cazul py # 0 si rp # 0 (aplicatie numericd, folosind MathCad [! 18])
daca pp=0.1; 10 =10.9; k; = 0.2 atunci 1

1 0.9

)= ———— 1 0.8
p( ) 96_0'21 +1 -t 0.7

& 9¢> +1 06
l 00000 0.5

r(t)=1- 9602 4] 1= ft 04
03

—_— 2
0.1
0 | | | |

Algoritm pentru simularea autocatalizei

(Lotka - Volterra mechanism)

Proposed by Lotka for the first time in [ ] as a complex mechanism in homogenous phase
with damped oscillations. Later ['*°] a slightly changing of the mechanism was proposed when no
damping occurs in the oscillations. Volterra made a statistical analysis of involving these equations
['21. By using same notations ([R]=r, [X]=x, [Y]=y, [P]=p) following algorithm is for the simulation of
the Lotka - Volterra mechanism, in which the concentration of the reactant are kept constant by the

119
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experimental design (such as adding substance or having a equilibrium with a nonmiscible phase
containing it) - see Algorithm for simulation of Lotka - Volterra kinetics.

1. Writing of elementary reactions; writing of reaction rates equations

R+X—2X, viy=kirx |

X+Y—-2Y,vp= kzxy

| Y P, va=ksyy | P—,ve=kep

2. Equations to solve

X= V- Vo) = k]I’X = kzxy

Y= V) - Vi) = koxy - ksy

p =Ve) vy =ksy + kep

3. Solving numerically (i=1..n)

Xo=3 Xit] = xi(l+(k1r-k2yi)8) | 0_2 k=3 =
Yo=0 yir1 = Yi(1+(koxi-k3)d) 0=5-10° k=4 =1
=0 pir1 = pit(ksyi-kapi)d ks=5
7. Excel sheet:
A B |C D E F G
1| x0=1 1 X1 yi pi
2| y0=1 = =Bl =B2 =B3
3| p0=0 =D2+1 =D2*(1+(B$5*B%4 - |=E2*(1+(B$6*D2- |=F2+B$7*E2
B$6*E2)*B$9) B$7)*B$9) -B$8*F2)*B$9
4 =2
5| kI=3
6| k2=4
7| k3=|5
8 k4=|3
9 o=|le-4
8. Plots:
—x—y—p
35 2.5
3 N
i, N /N / : / N
2 N N 15 y=y(x)
! ~— N~—— = o5
0.5
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 0 05 1 15 2 25

Remarks: the y=y(x) equation is almost impossible to be extracted analitically, but we may extract it
aproximately (numerically). Thus, for the simulated mechanism above, the y=y(x) equation is:
(x-1.32)"+0.824+(y-1.57)* = 0.35+0.05

Algorithm for simulation of Lotka - Volterra kinetics

(brusselator mechanism) - autocatalytic

A group of researchers from Bruxelles proposed for the first time a model in which phases
space converges to a limit cycle ['**]. Many authors modified it and studied systems working under this
sort of mechanisms ['%,'*'*°]. A simplified variant is given below (as in previous cases the
concentration of reactant, r, are kept constant, see Algorithm for simulation of brusselator kinetics).

The equations of the system (see Algorithm for simulation of brusselator kinetics) does not
goes all the time to a limit cycle independent of the values of the flow constants and/or initial
concentrations. Trying to solve this system is full of surprises: for most of the combinations the
equations provide a system going to a equilibrium point; there are values for which the system evolves
with damped oscillations to the equilibrium; undamped oscillations have a significant weight between
the general solutions of the system - fact proved by the nature system itself in which are numerous
living systems basing their existence on such kind of oscillations. Heart periodical pulses are due to
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such kind of process. Importance if this type of processes is big. This is the reason for which in 1997,
Ilya PRIGOGINE received the Nobel prise in Chemistry for their theoretical studies on dissipative
systems (see Algorithm for simulation of Lotka - Volterra kinetics).

1. Writing of elementary reactions and of reaction rates equations ([R]=r, [X]=x, [Y]=y, [P]=D):

R— X, Vo) = k]I’ ‘ X+2Y — 3Y, Vo) = kzxyz ‘ Y — P, Vi) = k3y
2. Applying of atoms conservation principle (unknowns [X] =x; [Y]=y):
(X): %= v - Vo = kar - koxy” (Y): y= v - v = kaxy” - ksy (P): p=ksy
3. Approach (simplifyingr=1,k; =1 and k3 = 1):
x = 1-koxy’ y=koxy’-y
4. Solving numerically (i=1..n): Case 1 Case 2
k, =0.88 Xnt1 = XoH(1KoXnyn)d 5=10" Xo=1.5 Xg=2
Vo1 = Vo (KoXnYn -Yn)d n=10000 yo=2 yo=2.5
5. Excel sheet:
A|B|C] D E \ F G|H
1| k2=|0.88 Case 1 Case 2
2| o=|le2| |i X1 yi xi |yl
3| Case|l = =B4 =B5 =B7|=B8
4| x0=[1.5 | |=D2+1 |=D3+(1-B$1*D3*E3"2)*B$2 |=E3+(B$1*D3*E3"2-E3)*B$2
S| y0=2
6| Case|2
7| x0=2 "
8| y0=|2.5 ..

6. Phases plot (n=1000):

|—y(2) vs. x(2) —y(1) vs. x(1)]

L —

0

0 0.5 1 1.5 2 25 3

7. Intermediaries plots (n=5000):

—x(1) —x(2) —y(1) —v(2)
3 3

A A A A A A e -
SvAVAVAPAVAANEAW W W
NySyARyEVERy Y/ NAVAVAVAVAVAN

0

25

0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

8. Simulation analysis

Not for any values the attractor appears. For a given k; (such is 0.88) exists minimum values of x, and
Yo (X0-min, Yo-min) from which periodical oscillations occurs and the system tends to the attractor.

Algorithm for simulation of Lotka - Volterra kinetics

There is a fundamental difference between brusselator and Lotka-Volterra mechanisms
evolution: if the L-V evolves oscillating around the initial values of the intermediaries, the brusselator
converges (in time) to same equation, independent of the initial values of the intermediaries
concentrations.
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(oregonator mechanism)
Initiated by a group from Oregon (USA), implies 18 elementary stages and 21 different
chemical species ['*°]. A simplified variant is given below (see Algorithm for simulation of oregonator
kinetics).
1. Writing of elementary reactions and of reaction rates equations ([ X]=x, and idem for the rest of):
A+Y—-X X+Y—-P A+X—-2X+7Z 2X—Q 7Z—-Y
v = klay Vo) = kzxy v = kgaX V= 1(4X2 Vi) = k5Z
2. Applying of atoms conservation principle (unknowns [X] =x; [Y] =Y, [Z] =2):
(X): x =k,ay—k,xy +k;ax — 2k x (Y): y=—k,ay—k,xy+k,z | (2): z=kjax—k,z

3. Solving numerically (i=1..n, after a long series of substitutions and rescaling):

Xl = §n+(qyn-xnyn+xn(l-xn))5/8 x0=£).2 o= 83 e 5103
Yart = Yo Q¥ Xyt 12:)0/m Yol | weted | &1 | n=19800
Znt1 = ZnH(Xn=Yn)O 70=0.3
4. Excel sheet:
A|B|C|] D E F F
1| g=/8e-3| |i Xi yi zi
2| e=|le-1] |=0 =B6 =B7 =B8§
3| n=2e-3| [=D2+1|=IF(D2+(B$1*E2-D2*E2 |=IF(E2+(-B$1*E2-D2*E2+|=IF(F2+
+D2*(1-D2))*B$5/B$2>0,B$4*F2)*B$5/B$3>0, (D2-F2)*B$5>0,
D2+(B$1*E2-D2*E2+  |[E2+(-B$1*E2-D2*E2+ F2+(D2-F2)*B$5,0)
D2*(1-D2))*B$5/B$2,0) |B$4*F2)*B$5/B$3.0)
4 =1 ...
S| &le-3
6/x0=/0.2
7)y0=(1
8/z0=[0.3 | |...
5. Intermediaries plots (n=1000):

100

) /\VQI\I\
N2 AN AN 2D

0.001

6. Phases plot (z = z(x,y); 3D plot, MathCad?7 ['"™)):

Algorithm for simulation of oregonator kinetics
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